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Einleitung. 



Nach einer von Herrn Prof. Rosanes eingeführten Be- 
zeichnung') nennt man 2 binäre Formen des nten Grades: 

a" = (ai x^-h a2>f2)" = a„x^ '' + (?)^i ^i"''^^2 + - • - + 0^0 V 

„zu einander conjugirt", sobald die in den Coefficiig^nten beider 
Formen lineare Invariante: 

(aa) " = a^ön — (?) ai«„.i ± . . . + (-:-l)" a^^o 

den Werth Null hat. Vermöge dieser Beziehung gehören zu 
jeder binären Form nten Grades unendlich viele conjugirte 
Formen, welche alle derselben n-gliedrigen linearen Gruppe 
angehören, wenn allgemein unter einer p-gliedrigen Gruppe 
die Gesammtheit der Formen Widerstanden wird, welche sich 
aus gewissen p Formen linear zusammensetzen lassen. In 
gleicher* Weise bilden die Formen, welche gleichzeitig zu 
q gegebenen binären Formen conjugirt sind, eine (n + 1 — q)- 
gliedrige lineare Gruppe; da indessen jedes Element der 
Letzteren zu jeder Form conjugirt ist, welche aus den q ge- 
gebenen linear zusammengesetzt werden kann, so erkennt man, 



*) „lieber ein Princip der Zuordnung algebraischer Formen." 
CreUe's Journal. Bd. 76. 
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„dass jeder g^ - gliedrigen Gruppe /Von Formen nten Grades 
eine (n ~\- 1 — g)-gliedrige als deren „conjugirte" derart 
gegenübersteht, dass jede Form der einen zu jeder Form der 
andern conjugirt ist'*. Durch diese Gegenüberstellung ist 
zugleich ein Mittel gegeben, jede lineare Identität zwischen 
binären Formen durch die Beziehung des Conjugirtseins zu 
interpretiren und umgekehrt die letztere auf die Existenz ge- 
wisser linearer Identitäten zurückzuführen, da die Thatsache, 
dass eine Form nten Grades einer p-gliedrigen Gruppe 
angehört, zusammenfällt damit, dass sie zu einer bestimmten 
(n ~\- 1—p) - gliedrigen conjugirt ist. 

An diese algebraischen Definitionen knüpfen sich, sobald 
man irgend eine geometrische Repräsentation der. binären 
Formen (z. B. als Punktgruppen einer unicursalen Curve) ins 
Auge fasst, 2 Reihen von Aufgaben, nämlich 

1) die Aufgabe, zu einer oder mehreren gegebenen Formen 
die conjugirten zu construiren; 

2) die Aufgabe, alle Elemente einer ^-gliedrigen Gruppe 
zu construiren, welche durch q ihrer Formen gegeben ist. 

Während die Lösung dieser Aufgaben für Formen 2ten 
Grades; d. h. die constructive Herstellung harmonischer und 
involutorischer Punktepaare seit langer Zeit bekannt ist, haben 
von den übrigen darin geforderten Constructionen bisher nur 
wenige eine Erledigung gefunden. Für Formen 3ten Grades, 
auf einer cubischen Raumcurve als Träger, sind die Aufgaben 
(1) und (2) von Herrn Sturm^) gelöst worden; anderseits hat 
Herr Serret^), indem er sich der Darstellung auf einem Kegel- 
schnitt bediente, die Lösung der Aufgabe gegeben, alle Formen 
zu construiren, welche sich aus 4 gegebenen Formen des vierten 
Grades linear zusammensetzen lassen. 

Im Nachfolgenden soll versucht werden, diejenigen der 
Aufgaben (1) zu behandeln, welche bei der Repräsentation der 
Formen auf einem Kegelschnitte einerseits, auf einer Raum- 
curve dritter Ordnung anderseits, eine lineare Lösung zulassen ; 
ich werde mich also insbesondere mit der folgenden Aufgabe 

2) CreUe's Journal. Bd. 86. 
®) Comptes rendus 87, 2. 
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bescliäftigen: „Wenn auf einer ebenen Curve 2ter Ordnung 
(lesp. einer Ranmciirve dritter Oi ein ung) als Träger eine Form 
pton Grades durch die sie repräsciitirenden p Punkte gegeben 
ist, so sollen alle zu ihr conjiigirten Formen construirt werden." 

Da indessen alle diese conjugirten Formen eine p-glie- 
diige Gruppe bilden, so wird die Ausführung der letztgenannten 
Constructionen zugleich einen Einblick in den Zusammenhang 
gewähren, der zwischen irgend ip -f 1) Formen einer p - glie- 
drigen Gruppe besteht, und obwohl dieser Einblick nicht 
ausreicht, um die entsprechenden Aufgaben (2) allgemein zu 
erledigen, so wird er doch erkennen lassen, in welcher Richtung 
die Lösung derselben zu suchen ist. 



Bevor ich an den Gegenstand meiner Untersuchung heran- 
trete, will ich eine Reihe von Sätzen und Definitionen zusammen- 
stellen, deren ich mich weiterhin bedienen werde. 

I. Wenn 2 binäre Formen nten Grades zu einander conjugirt 
sind, so lässt sich die eine derselben aus den nten Potenzen 
der Linearfactoren der andern linear zusammensetzen.*) 

IL Eine Form ungeraden Grades ist zu sich selbst conjugirt. 
— Jeder Linearfactor einer Form nten Grades f stellt zur 
nten Potenz erhoben, eine zu f conjugirte Form dar.'*) 

IIL Liegt eine binäre Form nten Grades a" = («^ x^ 
4-^2^2)" ^^d ^i^^ ebensolche pten Grades «^ vor, und ist 
p <^ n, so versteht man unter der Polare von al in Bezug 
auf a° die binäre Form derjenigen Punkte, deren (n— p)te 
Polare in Bezug auf die Form nten Grades zu der Form 

pten Grades conjugirt ist. Diese Polare wird durch (aa)Pa"~^ 
dargestellt.'^) 

IV. Zwei binäre Formen ungleichen Grades nennt man 
„zu einander apolar", wenn die Form des höheren Grades 



*) Rosanes. 1. c. 

*) Reye Grelles Journal. Bd. 78. 
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zu jeder Form conjugirt ist, welche die des niederen Grades 
als Faktor enthält/) Sollen demnach ö" ^^^ «x (für n ^ p) , 
zu einander apolar sein, so muss (a«)^«""^ für jedes x ver- 
schwinden; mit Beziehung auf III. ergiebt sich demnach 
der Satz: 

V. Zwei binäre Formen sind dann und nur dann apolar, 
wenn die Polare der Form des niederen (pten) in Bezug auf 
die Form des höheren (nten) Grades identisch verschwindet, 
oder, was dasselbe sagt, wenn die (n— p)te Polare jedes 
Punktes in Bezug auf die Form des nten Grades zu der Form 
pten Grades conjugirt ist. 

Da ferner, wenn wir a" als fest gegeben ansehen, die 
Identität (aa) ^a^~^ e^ mit (n—p + 1) Bedingungsgleichungen 
für die (p + 1) Coefficienten von «^ aequivalent ist, so folgt: 

VI. Alle Formen pten Grades, welche zu einer Form 
nten Grades (für n^p) apolar sind) bilden eine [(p + 1) — 
(n — p i- 1)] = [2p — n]' gliedrige Gruppe. Ebenso bilden 
alle Formen pten Grades, welche zu q Formen nten Grades 
gleichzeitig apolar sind, eine [(p -f- 1) — q (n — p -h l)]- 
gliedrige Gruppe. 

Vn. Der Kürze halber soll weiterhin eine p- gliedrige 
Gruppe von binären Formen des nten Grades als eine G^ 
von Formen bezeichnet werden. Wenn nunmehr eine be- 
stimmte Gp und irgend ein^ Form iten Grades c], gegeben is{' 
(wobei i <C n sein soll), so kann man nach denjenigen Formen 
(n — i)ten Grades fragen, welche mit c]^ multiplicirt ein Element 
der O^ liefern. Man sieht sofort, dass alle solche Formen eine 
bestimmte OlZ\ bilden, von der wir sagen wollen, dass sie in 
der Gl „enthalten" sei, und dass sie innerhalb der G^ 
der Form 4 ^^^^ auch den i Punkten dieser Form 
zugehört. 

VIII. Der Beziehung, dass 2 binäre Formen zu einander 
conjugirt sind, entspricht im ternären (resp. quaternären) 
Gebiet einer Relation zwischen einer Ordnungs- und einer 



V Heye, Crelle's Journal. Bd. 78. 



Klassencurve (resp. Fläche). Man nennt die Curven (Flächen) 
a" = 16° = „zu einander conjugirt", sobald die Invariante al 
verschwindet. Irgend einer p-gliedrigen Gruppe von Curven 

nter Ordnung (resp. Klasse) steht eine [ ^^ j 2~^ ^ ^J- 

gliedrige Gruppe von Curven nter Klasse (oder Ordnung) 
als „conjugirt" gegenüber, derart, dass jede Curve der einen 
zu jeder Curve der andern Gruppe conjugirt ist.') 

In demselben Sinne besitzt jede p s= gliedrige Gruppe von 
Flächen nter Ordnung (resp. Klasse) eine 

r (n -j- 1) (n -]- 2) (n -j- 3) __ 1 
L 1. 2. 3. ^ J" 

gliedrige Gruppe von conjugirten Flächen nter Klasse (resp. 
Ordnung). 

IX. Ist eine Curve (resp. Fläche) nter Klasse u^ = 
gegeben und ist ein System von n Graden (resp. Ebenen), als 
Curve (Fläche) nter Ordnung aufgefasst, zu nl = conjugirt, 
so bezeichnet man diese n Geraden (resp. Ebenen) als ein 
„conjugirtes n - Seit (resp. n- Flach)" der Curve, resp. 
Fläche'). Die gemischte Polare von irgend (n — 1) Geraden 
(Ebenen) eines solchen n-Seits (n- Flachs) in Bezug auf 
iil = ist ein Punkt, der auf der nten Geraden (resp. Ebene) 
gelegen ist. 

X. Hat man eine Curve (Fläche) nter Klasse u^ = 
und eine Curve (Fläche) pter Ordnung ^^==0, so versteht 
man, falls 2^ •< n ist, unter der Polare von al = o in 
Bezug auf u^ = die Curve (resp. Fläche) (n — p)ter Klasse 
al tt^-^ = 0, d. h, den Ort der Geraden (Ebenen), deren 
(n — p)te Polare in Bezug auf a^ = zu aj = conjugirt 
ist.**) Ist p ^ n, so ist analog a^ ötp° = die Polare von 
2(1 = in Bezug auf al = 0. 

XI. Man nennt eine Ordnungs- und eine Klassencurve 
von ungleicher Ordnungs- resp. Klassenzahl „zu einander 
apolar", wenn die Curve der höheren Zahl zu allen Curven 



^) Rosanes 1. c. 
^) Reye 1. c. 



conjugirt ist, welche die Curve der niederen Zahl als Theil 
enthalten.*) Sollen demnach aj = und w° = für n > /; 

zu einander apolar sein, so muss die Gleichung a\ it""'' identisch 
in le erfüllt werden, d. h. 

XII. Damit eine Curve pter Ordnung C^ zu einer Curve 
nter Klasse JfT" für n ^ p apolar sei, ist nothwendig und 
hinreichend, dass die Polare von C^ in Bezug auf K^ identisch 
verschwinde. 



Was den Inhalt der folgenden Abschnitte anbetrifft, so 
bemerke ich, dass die §§. 1 — 6 die conjugirten binären Formen 
unter der Voraussetzung betrachten, dass ein Kegelschnitt als 
Träger derselben gewählt sei. Die Sätze, welche für diesen 
Fall die Lösung der oben fixirten Aufgaben ermöglichen, ge- 
statten eine sehr ausgedehnte Erweiterung und führen so auf 
eine Reihe von curventheoretischen Sätzen, welche ich in §. 7 
zusammengestellt und bewiesen habe. Der übrige Theil ist 
der Betrachtung der binären Formen auf der Raumcurve dritter 
Ordnung gewidmet. 



§1. 

Ich gehe nunmehr dazu über, die binären Formen auf 
einem Kegelschnitt zu betrachten: Bekanntlich kann jede nicht 
zerfallende Curve 2ter Ordnung durch geeignete Wahl des 
Coordinatensystems in der Gleichungsform a^ — XiX^=^0 dar- 
gestellt werden, und ich werde daher für das Folgende den 
Kegelschnitt dieser Gleichungsform als Grundkegelschnitt S 
wählen. Zu jedem Punkte x (x^ x.^ x^) von 8 gehört alsdann 
ein Parameterpaar x^ x., derart, dass die Relation: 

besteht. Der Punkt x soll daher auch als Punkt x bezeichnet 
werden. 



'') Reye 1. c. 



Ti'ifft eine Geraden ii {ic^ ti., n,) den Kegelschnitt in den 
Punkten / /^, so sind (/j ^2) ^^d (ji^ jul^ Wurzelpaare der 
Gleichung ; 

und mithin sind die Grössen u^ w., i*, den elementar-symmetrischen 
Functionen von l a proportional, welche wir der Reihe nach 
mit {^f^)i (-^/Oa (^ 7^)3 bezeichnen, so dass wir schreiben können: 

Daraus folgt, dass jede symmetrische homogene Function 
von ^ /2 vermöge (2) in eine homogene Function von u über- 
geführt werden kann, d. h. jede solche Function f {?./i) = f Qi /) 
kann als linke Seite der Gleichung einer bestimmten Klassen- 
Curve angesehen werden, f (k/i) = stellt alsdann die Be- 
dingung dar, welche zwischen 2 Punkten von S erfüllt sein 
miiss, damit ihre Verbindungslinie die betreffende Curve tangirt. 
Diese Art, die Gleichung einer Klassencurve darzustellen, soll 
auf eine besondere Gattung von Curven Anwendung finden: 

Nach XI. der Einleitung ist nämlich eine Curve nter 
Klasse JK*" zu der Curve 2ter Ordnung 8 apolar, sobald alle 
Curven nter Ordnung, welche S als Theil enthalten, zu K"^ 
conjugirt sind. Ich will im Folgenden die lOassencurven dieser 
Eigenschaft näher untersuchen. 

Wenn c° = eine Curve nter Ordnung sein soll, welche S 
als Theil enthält, so ist nach (1) nothwendig und hinreichend, 
dass : 

(c, xl -f 6*2 x^ X,, + c, xly = (3) 

sei für jedes x^ x.^. Aus dieser Identität (3) können andere 
durch Differentiation nach x resp. durch Polarenbildung abge- 
leitet werden. Eine solche sei durch: 

f (c?i ^2 C3, x^ x,^) = (4) 

dargestellt, wo f die Symbole c nu- zum nten Grade enthält. 
Setzt man nun auf der linken Seite von (4): 

Cj = .^2 f^2 = f^)l 

C2=— Ol f^2 + ^^2 f^l) = (^ /^)2 (5) 

^3 = h 1^1 = (^ 7^)3 
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so stellt das Resultat, gleich Null gesetzt: 

f [0 «)i (^ /4 (^ /4 A = (6) 

für jeden Werth von x eine Klassencurve dar, die in Folge 
der Gleichung (4) zu jeder die Gleichung (3) erfüllenden 
Ourve cl = conjugirt, d. h. zu S apolar ist. Wir erhalten 
also auch eine zu 8 apolare Curve, wenn wir die Potenzen und 
Producte von x^ x,y durch irgend welche Grössen, oder, was 
dasselbe ist, wenn wir x^ x^ durch irgend welche Symbole 
binärer Formen ersetzen. 

Die Gleichung (6) lässt sich jedoch noch einfacher her- 
stellen, denn wir hatten sie erhalten, indem wir (3) nach x 
differentiirten und dann für die c die Substitution (5) anwandten. 
Da jedoch die Symbole c durch die Differentiation nicht berührt 
werden, so kann man umgekehrt zuerst die Substitution (5) 
und dann die Differentiation ausführen. Durch Einführung 
von (5) geht aber die linke Seite von (3) über in: 

(x ?.y (x f,y 

und wir erhalten demnach den für das Folgende fundamen- 
talen Sats:: 

L Wenn man aus (k /)° (x /i)" = ^ (x X /i) durch Differen- 
tiation nach X irgend eine Form f (x X fi) ahgeleitet hat, so stellt 
f (x X fj) ^= (sobald Wi = (X /u)^ gesetzt wird) für jeden ivirklichen 
oder symbolischen Werth von x eine zu S apolare Curve dar. 

Eine derartige Curve wird demnach insbesondere erhalten, 
wenn man in ^^ (x ^ /i) selbst die x durch irgend welche Symbole 
ersetzt. Hat man also eine binäre Form 2nten Grades a^" 
und führt man 

X^ a.i Xu —^ ■""" M-j 

in (xXy (xfjty ein, so ergiebt sich: 

4 a; = (7) 

als Gleichung einer zu 8 apolaren Curve nter Klasse. Indem 
man A = /^ = x setzte erhält man aus (7) eine Gleichung für 
diejenigen Punkte x des Kegelschnitts, deren Tangenten die 
Curve (7) berühren und man erkennt so, dass diese Curve die 
2n Tangenten in den Punkten der binären Form a^" 
berührt. 



il 
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Nun ist aber sofort ersichtlich, dass eine Curve nter Klasse 
11^ = 0, welche zu S (sl = 0) apolar sein soll, durch 2n weitere 
Bedingungen festgelegt ist; denn die Forderung der Apolarität 
besteht darin, dass die Gleichung: 

Sa ^^a = (8) 

in Bezug auf u identisch stattfinde, und diese Forderung ist 
daher äquivalent mit 

(n — 2 -f 1) (n — 2 + 2) _ (n — 1) n 

2 ~ 2 

linearen Bedingungsgleichungen. Diese, zusammen mit den 

2n weiteren, geben aber in der That _^ — ^ Bedingungen, 

d. h. so viele als zur Bestimmung einer Curve nter Klasse 
erforderlich sind. 

Wenn wir insbesondere die Forderung stellen, dass eine 
Curve nter Klasse zu S apolar sein und die Tangenten f, 
^2 . . . ^2n ^^ d®^ Punkten x^ x,^ , . . x.^^, der binären Form a^" 
berühren soll (wobei ein i - facher Punkt der Form durch i 
unendlich benachbarte Punkte ersetzt werden kann), so haben 

wir ^-^^ — - lineare Bedingungen, welche niemals abhängig 

sein können, wir immer auch a^" beschaffen sein mag. Denn 
wären sie abhängig, so müsste jede apolare Curve nter Klasse, 
die ii t, . . . ^20-1 berührt, auch ^2« zur Tangente haben. Ist 
aber b^ die binäre Form der 2n Punkte x^ x^ . . . iC2n-i oc, 
wo X ein beliebiger von X2n verschiedener Punkt ist, so stellt 
hx K = eine Curve jener Art dar, die aber fen nicht be- 
rührt. Wir sehen also'**): 

dass es stets eine und nu*r eine Curve nter Klasse 
giebt, welche zu einem Kegelschnitt 8 apolar ist 
und 2n beliebig gegebene Tangenten desselben be- 
rührt. Ist af die binäre Form der 2n Berührungs- 
punkte, so bezeichne ich jene Curve als ;;beige. 
ordnete" Curve der Form a^", 
oder mit anderen Worten: 

Ist eine Curve nter Klasse zu S apolar und ist a'y" 

*^) Lindemann, BuUetin de la Soc. Matli. de France V. 
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die binäre Form der 2n Punkte von Änderen Tangenten 
sie berühren, so ist ihre Gleichung a" aj[=0 (für (X/i)i=zii{). 

Es liegt hier nahe, sich nach einem Kriterium umzusehen, 
welches an einer symmetrischen Form f Q. fi) direct erkennen 
Hesse, ob f {X fj) = zu S apolar ist. Ich will ein solches 
iibleiten, obwohl ich späterhin nur vorübergehend Gebrauch 
davon machen werde; man wird auf dasselbe geführt, sobald 
man versucht, die bekannte Reihenentwicklung für Functionen 
mit 2 Reihen von binären Veränderlichen auf a" a" anzuwenden. 
Indem man nämlich die dabei zu benutzenden Operationen"). 









ßf=i[ Jl ^ ] 

an f = aJJ a» ausführt, so bemerkt man, dass 

f=ADf (9) 

ist und mithin wegen der Relation f = JDf -\ —^ {X //) Qi 

auch : 

Qf = (10) 

ist für jedes l und //. Wir sehen also, 
dass für die linke Seite f (A //) jeder zu 8 apolaren 
Curve die gleichbedeutenden Relationen (9) und (10) 
gelten. 

Es besteht aber auch die Umkehrung: 
Ist JDf^=^f, so ist /'(//^) = eine zu /S' apolare Curve; 
denn setzen wir 

so ist: 

Df = [2' «i {k /.>]»-» [2' «i (ß /.>] 
(n + 1) JDf^ (n - 1) [2 «i iXp)if-^ [2 «i {X X){\ [2ai (/i//)i] 

+ 2[2ai(A//)i]» 



") Clebsch, Binaere Formen. S. 15. 
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Also, weil JDf^^ f und [I a, (X /i)i)» ] = f ist, so gilt: 

f= [ v«i (A/.)0-2 [2V.i (; ;)J [V«, (/./.)J (11) 

als eine in / und /jl identische Gleichuog: Wenn nun t irgend 
eine Tangente von f — t^^— ^ ist, welche S in den Punkten ä/i 
schneidet, und welche demnach die Coordinaten (></i)i besitzt, 
so wird die rechte Seite von (11) durch ?. und /Jt annulirt. Da 
aber die 3 Grössen (/ /)i ^^ k die Coordinaten der in >l an S 
gezogenen Tangente l vorstellen und die Bedeutung von (///i). 
=^ mi analog ist, so folgt, dass das Geradenpaar l m zur conischen 
Polare von t in Bezug auf f (welche K heissen möge) con- 
jugirt ist, oder was dasselbe besagt, dass die durch den Schnitt- 
punkt von l und m an Z" gezogenen Tangenten t^ t^ ein con- 
jugirtes Geradenpaar von S bilden. Der erwähnte Schnittpunkt 
ist offenbar Pol von t in Bezug auf S; mithin bilden t t^ t^ 
ein Polardreiseit von S, Alle drei Seiten desselben berühren 
die Curve K, t^ L, nämlich nach Construction, und t weil 
es Tangente von f ist und als solche von seiner Polarcurve K 
berührt wird. Die Curve 2ter Klasse K ist demnach zu der 
Curve 2ter Ordnung /S = s| = conjugirt; d. h. die Gleichung 
C"4 = besteht für jedes t, für welches ^ = ist, und 
weil die letztere Gleichung von höherem Grade in t ist, als 
die erste, so gilt f~^ ^^=^0 für jedes t überhaupt; oder mit 

anderen Worten: /" = i*« = ist zu S apolar, wie behauptet 
wurde. 

§2. 
Aus der Identität: 

folgt, dass die Gleichung der der Form cl^ „beigeordneten" 
Curve sich schreiben lässt: 

= w^ ^^ \cii W'3 — ttj ag u.y -[- a2 u,]° 

und dass demnach für vi = {A M)i 

v^u^ =aja/^jai a^ =0 (12) 

die erste Polare der Verbindungslinie von A und M in Bezug 
auf ax ajj = vorstellt. Die Gleichung (12) ist aber nichts 
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anderes als die Gleichung der beigeordneten Curve von a^ ö^m ^x°~" 
und es folgt demnach der Satz: 

2. Jeder binären Form änten Grades ist eine bestimmte 
Curie nter Klasse beigeordnet Der gemischten Polaren 2er 
Pu7ikte in Bezug auf die binäre Form ist in demselben Sinne 
eine Curve {n — l)t€r Klasse beigeordnet Diese Letztere ist die 
erste Polare der Verbindungslinie beider Punkte in Bezug auf 
die erstgenannte Curve, 

Sind nunmehr x^ x., . . . x^n irgend 2 n Punkte von S und 
{v^ Vo . . . Vn) li Geraden, die sämmtliche Punkte enthalten, 
SSO ergiebt sich in derselben Weise wie (12) die Gleichung: 

Verschwindet die rechte Seite dieser Gleichung, so gilt 
dasselbe für die linke, mithin folgt: 

5. Irgend ein conjugirtes n-Seit der Curve a" a'^ ^— 

schneidet den Kegelschnitt in den Pmhten einer zu a:^ con- 
jugirten Form, 

Es seien ferner: 

a^y = «2^ = . . . « fl^2n,x "^^ ^ 

lineare Formen von der Beschaffenheit, dass a^y. a^^ • • • ^^n.x 
zu ay° conjugirt ist; dann gilt (cfr. Einleitung I) die Identität inx: 

also ist auch für jedes X und //: 

Nun ist aber [für u^ = (>^. [i)^ a^i a^^ ■-"- offenbar nichts 
anderes als die Gleichung des Punktes a^y, =-- 0; w^enn demnach 
die Coordinaten dieses Punkte^ ocn xio xiz sind, so besteht die 
in Ui =^ {^p)i identische Gleichung: 

Daraus folgt: 

4, Haben wir 2n Punkte des Kegelschnitts^ deren binäre 
Form zu a^ conjugirt ist, so ist jede durch diese Punkte gehende 

Curve nter Ordnung zu ay^ d\^ -^ conjugirt. 



2ii on , _2n i i 9„ 

«X = Pl «IX + Pi «2x + . • • + P2„ a5"„,x 



n nn. n.n. .. n_n 
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Es gilt aber auch die Umkehrung: 

5, Wenn durch 2n Punkte von S eine Curve hl = gelegt 
werden Imnn^ die zu aj 0^^= conjugirt ist, so hat jede durch 
diese Punkte gehende Curve n ter Ordnung dieselbe Eigenschaft 
und die binäre Form der 2n Pmkte ist zu a^ conjugirt. 

Denn ist cj = eine 2te Curve, welche durch jene 2 n 
Punkte geht, so schneiden sich 6J = und c^ = ausser in 
diesen, noch in n(n-— 2) Punkten, durch welche bekanntlich 
eine Curve (n— 2)ter Ordnung wj"^ hindurch gelegt werden 
kann, d. h. es ist: 

d = pbl -h asi mr^ 

Da aber beide rechtsstehende Curven zu a^ a"^ ^^ con- 
jugirt sind, die erste nach Voraussetzung, die zweite, weil 
^x ^a = ö zu 5^ ^= apolar ist, so ist auch c^ ^= zu aj^ a^ = 
conjugirt. Demnach stellt ein System von n Geraden, die 
sämmtliche 2n Punkte enthalten, ein conjugirtes n-Seit von 
al aj[ = vor, und aus Satz 3 folgt also, dass die binäre 

Form der 2n Punkte zu a^" conjugirt ist, womit der Satz o 
vollständig bewiesen ist. 

Specielle Fälle der angeführten Sätze ergeben sich, wenn 
man die zu a^^ apolaren Formen betrachtet. Es gilt insbe- 
sondere der Satz: 

6, Wenn 2p Punkte (p <^ n) eine apolare Form von a.^ 
bilden, so ist jede Curve pter Ordnung, welche durch diese Punkte 
hindurchgeht, zu a^ a° ^^ apdar. 

Die Sätze 4 und o können noch in anderer Weise ausge- 
sprochen werden. Zunächst bemerke man, dass die duale Be- 
trachtung naturgemäss darauf führt, jeder Form af auch die 
bestimmte Curve nter Ordnung „beizuordnen", welche zu 8 als 
Klassencurve apolar ist und durch die 2n Punkte der Form 
hindurchgeht. Diese Curve ist auch nichts anderes als die 
reciprok-polare Figur der beigeordneten Klassencurve in Bezug 
auf den vorliegenden Kegelschnitt S. Es folgen jetzt un- 
mittelbar die Sätze: 

4a. Sind 2 binäre Formen geraden Orades conjugirt, so ist 
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die heigeordnete Ordnungscurve der einen zw heigeordneten 
Klassencurve der andern conjugirt, 

5a. Haben wir 2 hinäre Formen geraden Grades und ist 
die heigeordnete Ordnungscurve der einen zur heigeordneten 
Klassencurve der andern conjugirt, so sind die hinären Formen 
zu einander conjugirt 

Weiterhin kann man von der Betrachtung der zu einer 
Form conjugirten Formen zur Betrachtung der Gruppen über- 
gehen. Einer 0p" steht eine conjugirte ÖgS^^i-p gegenüber 
und jeder Form der Letzteren ist eine Curve nter Klasse 
beigeordnet. Man erhält so eine (2 w -|- 1 — ^) - gliedrige 
Gruppe r, welche nur aus apolaren Curven besteht. Dieser 
steht wiederum eine 

(n-hl) (n + 2) ,^ , , . n(n — l) 
^ ^^ ^ -(2n-i~l—p)= -^ -hp 

gliedrige Gruppe G von Ordnungscurven gegenüber. Legt 
man nun durch die 2n Punkte einer zur G^^ gehörigen Form 
irgend eine Curve nter Ordnung, so ist dieselbe nach Satz 4 
zu der ganzen Gruppe F conjugirt und gehört also der Gruppe G 
an; umgekehrt folgt aus 5, dass sämmtliche zur Gruppe G 
gehörige Curven, welche 8 nicht in sich enthalten, auf S 
Formen der G^p" ausschneiden. Es folgt demnach: 

7. Hahen wir ß^f 8 (p -h l) hinäre Formen derselben Gf 
und legen durch die 2n Punkte einer jeden eine heliehige Curve 
nter Ordnung^ so bilden diese (p -\~ 1) Curven, zusammen mit 

der — — Y^ " gli^drigen Gruppe der 8 enthaltenden Curven 

nicht einey ö h p 4- JfJ - sondern nur eine \— — ö-^— +p\- 

gliedrige Gruppe. 

Dieser Satz gewährt einen deutlichen Einblick in den Zu- 
sammenhang, der zwischen einer Anzahl von binären Formen 
geraden Grades obwaltet, welche durch eine lineare Identität 
verbunden sind, und er lässt erkennen, worauf es bei der 
Lösung derjenigen Aufgaben ankommt, welche ich in der Ein- 
leitung unter (2) angeführt habe. 

Ich will dies für den Fall erläutern, dass j9 = 2 n ist. Wenn 
eine G^ vorliegt, so steht ihr eine bestimmte Form 2nten 
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Grades a^ als conjugirt gegenüber und dieser wiederum ist 
eine Curve • nter Klasse Z" beigeordnet. Irgend n Gerade, 
welche alle 2n Punkte einer Form der ö^f" enthalten, bilden 
ein conjugirtes n - Seit der Curve K^, Diese aber ist ein- 
deutig bestimmt, sobald ^ ^^ ^ ^ conjugirte n - Seite derselben 

gegeben sind; mithin müssen sich auch alle conjugirten n- Seite 
von X" (und damit alle Formen der Gruppe) construiren 

lassen, sobald irgend ^ ^^ 7~ solcher n- Seite bekannt sind. 

Diese können jedoch stets hergestellt werden, wenn 2n Formen 
der Gruppe gegeben sind, da hierzu nur nöthig wäre, dass 
durch 2n Punkte sich mehr von einander verschiedene n- Seite 

w -f- 3 

legen lassen (die alle 2n Punkte enthalten), als die Zahl — j— 

angiebt. Aus alledem folgt, dass die Aufgabe: „alle Elemente 
einer G|^ zu construiren, wenn 2n Formen derselben gegeben 

sind**, sich zurückführen lässt auf die folgende : „Wenn ^ ^^ ^ 

conjugirte n- Seite einer (nicht bekannten) Curve nter Klasse 
gegeben sind, so sollen alle conjugirten n- Seite derselben 
construirt werden". 

Da eine Lösung dieser letztgenannten Aufgabe bisher nur 
für n = 2 bekannt ist, so kann diese Betrachtung nur für die 

Construction der Gl verwerthet werden, welche, wie schon 

erwähnt, Herr Serret angegeben hat. Wenn nämlich 4 Formen 

einer Ol gegeben sind, welche resp. aus den Punkten: 

ö^i h Ci di (i = 1, 2, 3, 4) 

bestehen, so bestimme man die 4 Geradenpaare 

Ui h — Ci di (i = l; 2, 3, 4) 

und überdies das Geradenpaar ai di — bi ci. Diese 5 Paare 
als conjugirte Geradenpaai-e eines Kegelschnitts aufgefasst, be- 
stimmen denselben eindeutig, und man kann, ohne den Kegel- 
schnitt selbst herzustellen, alle weiteren conjugirten Geraden- 
paare desselben linear construiren. Jedes solche Geradenpaar 
schneidet auf dem Grundkegelschnitt 8 4 Punkte aus, deren 
binäre Form der Ol angehört. 
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§ 3. 

Um die Betrachtungen der vorigen §§ für Formen unge- 
raden Grades zu verwefthen, muss man auf die ersten Polaren 
dieser Formen zurückgehen. Liegt nämlich die Form a^""^^ 
vor, so ist der Polaren jedes Punktes p (d. h. der binären 

Form ap a^) die Curve 

ttp al a^ = ul^ = 

beigeordnet. Wir können also sagen, 

dass jeder Form (2n 4- l)ten Grades eine Curven- 
schaar nter Klasse derart „beigeordnet" ist, dass 
jedem Punkte p von 8 eine bestimmte Curve der- 
selben zugehört. Die Punkte des Kegelschnitts 
und die Curven der Schaar sind dadurch projec- 
tivisch zugeordnet. 

Sind nun x^ ^2 • • • ^2n irgend 2 n Punkte von 8 und {v^^ 
i;^ . . . ^n) n Geraden, welche sämmtliche Punkte enthalten, so 
gilt nach Früherem die Gleichung: 

^P ^xi ^^2 • • • "^xgn ""^ ^iGp ^^2ap • • • ^nap 

mithin folgt: 

S. Ein conjiigirtes n-8eit der zu, p gehörigen Curve der 
heigeordneten 8chaar schneidet den Kegelschnitt in 2n Punkten, 
welche mit p zusammen eine binäre Form bilden, die zu «x"^' 
conjugirt ist. 

Sind ferner a,y =0 ag^ =^ . . . a2n,x "^ ^ Punkte (mit 

den Coordinaten xn xs^ x\^ derart, dass (/> x) a^y üzy^ . . . a^n.x 

zu a^"^* conjugirt ist, so gilt die Identität in x^ x./. 

2d-}-1 / x2n-fl , V - «2" + ^ 

üy^ =z £ {p X) ^ -h 2 Ti Öfix 

i=l 



Mithin ist: 



2n 2d 



a. a'"=2'^i ^p etil 
' ■ 1 



und es gilt für (k p)i = m die in u identische Gleichung: 

n n 2n n n 2n 

% «>. % = 2' A «p Cli\ % = 2 COi iix: 

1 1 



-r «*>*=:■»"*■;,- 
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Daraus folgt : 

.9. Ist die bmäre Form von (:^n -f- 1) PanJcten zu Uy^^ 
conjugirt, so ist jede Curvö n ter Ordnung^ iveldie durch an dieser 
Punkte geht, zu der dem (an + l)ten Punkte zugehörigen Curve 
conjugirt, 
und, umgekehrt: 

10. Wenn durch 2 n Punkte vonS eine Curve nter Ordnung 
hindurch geht, die zu a^ a{ a^ —'- conjugirt ist, so hat jede 
durch diese Punkte gehende Curve dieselbe Eigenschaft und die 
an Punkte zusammen mit /> bilden eine binäre Form, die zu 
a^° conjugirt ist. 

Der letzte Satz folgt aus 9 mit Hülfe von 8 ebenso, wie 
5 aus 4 mit Hülfe von Satz D. 

Man könnte ohne Schwieiigkeit Theoreme aufstellen, welche 
den Sätzen 4a und öa entsprechen, doch würden diese nicht 
von der gleichen Einfachheit sein. 

Ein den Satz 7 correspondirendes Theorem für Formen 
ungeraden Grades kann man erhalten, wenn man allen Formen 
einer öp"~^^ einen beliebig fixirten Punkt hinzufügt und auf 
die so entstehende G't'~^^ den Satz 7 anwendet: 



p 



11. Haben wir auf S (p -r~ 1) Formen einer G;" ' ^ und 



p 



legen durch die (an n- 1) Punkte einer jeden und einen be- 
liebig fixirten Punkt, von S je irgend eine Curve (71 1- l)ter 
Ordnung, so bilden die so erhaltmen (j) + 1) Curven zusammen 

mit der —^—j — " gli^drigen Gruppe der S enthaltenden 
Curven (n -t- l)ter Ordnung y nicht eine \ ^ -^ — - H- 2?-fil- 
sondern nur eine F — ^—5- — + /^ 1 - gliedrige Gruppe. 

§4. 

Ich kehre nunmehr zu dem Satze 1 zurück j um eine 
weitere Anwendung desselben zu geben. Indem ich auf <p — - 

(x äY^' (x/i?-^i die Operation: ^^^ j p, -Jj -]_ p., ^-^ j an- 
wende, erlange ich: 

= (^^y M" [(^^0 M + (^/^) (p^)] 
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Ist nun a^'^^ eine beliebige binäre Form (2n-i-l)ten 
Grades und setzen wir in (13) 

so ergiebt sich nach Satz 1 für ii\ = (^. /i)i 

-- «x ajl [(,/>/) a,, -f (/>/i) aj (14) 

als Gleichung einer zu S apolaren Curve, und zwar ist es die 
der Form (/>x) a^"^^ beigeordnete Curve (n-fl)ter Klasse. 

Die Gleichung (14) kann jedoch aus: 

= al al a, (15a) 

erhalten werden, indem man die Identität in x: 

(xa) = (/>/) (xfi) + (/>//) (x/) 
gelten lässt, d. h. wenn man annimmt, dass: 

— (/>/) {afi) + (/>/i) ip)). (15b) 

Die Gleichung (14) ist also das Eliminationsresultat von 
^j a.y aus (15a) und (15b). Für (/ ^/)i - u\ ist (15a) die 
Gleichung der dem Punkte a zugehörigen Curve h^ derjenigen 
Curvenschaar, welche der Form a^"^^ beigeordnet ist (15b); 
dagegen ist die Gleichung des Punktes 5, indem die Tangente 
in p von der Tangente in a geschnitten wird. Dieser Punkt s 
und jene Curve sind einander eindeutig zugeordnet, und wenn 
man a variirt, so beschreibt A'a die beigeordnete Schaar und s 
eine dazu projectivische Punktreihe. Damnach stellt (14) das 
Erzeugniss dieser beiden projecti vischen Reihen vor, und man 
hat den Satz: 

IS. Wenn eine binäre Form tmgeraden Grades a'^ ge- 
geben ist, so gehört zu jedem Punkte a von 8 eine bestimmte 
Curve der beigeordnete^i Schaar. lixirt man nun auf S einen 
Funkt fi und schneidet die Tangente in /> durch die Ta^igente 
jedes Punktes (t im Punkte s, so ist mittelbar jedem Punkte s 
eine Curve de^' Schaar zugeordnet Das Erzeugniss der so er- 
haltenen prqjectivischen Punktreihe und Schaar ist diejenige 
Curve (n + l)ter Klasse, welche der binären Fmm (p x) a^° 
beigeordnet ist 

Wenn eine binäre Form geraden Grades a^ vorliegt, so 
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können wir den Satz 18 für die Polare eines beliebigen 
Punktes p anwenden, welche vom (2n — l)ten Grade ist. Die 
zu dieser Form (a^ «x"~^) gehörige Schaar wird durch: 

n— 1 ^ n— 1 r. 

t*p «3 tt>. tt.X — Ö 

< 

bei variablem <t dargestellt; sie besteht daher [nach Gl (12), 
Seite 11\ aus denjenigen Curven (n — l)ter Klasse, welche erste 
Polaren der einzelnen- Strahlen des Strahlbüschels um p in 
Bezug auf die CuiTe a>' a^^ =-- sind. Wendet man nun den 

Satz 12 auf die binäre Form a^ a; an, indem man gerade 
den Punkt p als festen Punkt wählt, so wird schliesslich die- 
jenige Curve erzeugt, welche der Form (/> x) a^ ay^ ' beige- 
ordnet ist. Diese Form aber können wir ansehen als die erste 
Polare von p in Bezug auf (/y x) «y". Die erzeugte Curve gehört 
also dem Punkte p innerhalb derjenigen Schaar zu, welche 
der Form (/> x) a^ beigeordnet ist. Es ergiebt sich mithin 
der Satz: 

13, Liegt mie binäre lorm geraden Otades a^" vor, deren 
beigeordnete Curve K sei, und nimmt man auf 8 einen Punkt p 
beliebig an, consiruirt alsdann zu irgend einer dtirdi p gehenden 
Geraden die erste Pdare in Bezug ai^f K und schneidet die 
Tangente in p durch die Tangente des 2ten Schnittpunktes a 
der Geraden in s, so sind jene erste Pdare und dieser Punkt s 
eindeutig zugeordnet. Man erhält also, wenn man die Gerade 
durch p variirt, eine Curvenschaar (n — l)ter Klasse und eine 
zu ihr prqjectivische Punktreihe, Das Erzeugnis beider ist die- 
jenige Curve nter Klasse, v;elche dem Punkte p in derjenigen 
Curvenschaar zugehört, die der Form ( p x) a^^ beigeordnet ist. 

Man sieht sofort, worin der Nutzen der Sätze 12 und 13 
besteht: Wenn man nämlich weiss, wie zu jeder Form 2nten 
Grades die beigeordnete Curve zu construiren ist, so ist man 
nach Satz 13 im Stande, die Curvenschaar, welche einer Form 
(2n~f-l)ten Grades beigeordnet ist, zu construiren und die 
projectivische Beziehung derselben zu den Punkten des Kegel- 
schnittes festzulegen; denn man kann mit Hülfe dieses Satzes 
zu den (2n 4- 1) Punkten der Form die zugehörigen Curven 
der Schaar projectivisch erzeugen, und die projectivische Be- 
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Ziehung ist dadurch mit bestimmt; weil 2n-hl schon für n 1 
den Werth 3 hat. 

Weil man nunmehr zu jeder Form (2 n -h 1) ten Grades 
die heigeordnete Schaar und ihre Zuordnung zu den Punkten 
von S bestimmen kann, so darf der Satz 12 angewandt werden 
und führt zur projectivischen Erzeugung der Curve, welche 
einer beliebigen Form (2n -f- 2) ten Grades beigeordnet ist. 
Indem man so fortfährt, abwechselnd die Sätze 13 und lä 
anzuwenden, gelangt man dazu, die beigeordneten Curven jeder 
Form höheren Grades zu erzeugen unter der alleinigen Voraus- 
setzung, dass man zu jeder Form 2nten Grades die beige- 
ordnete Curve construiren kann. Da aber diese Voraussetzung 
für n — 1 erfüllt ist, so ist überhaupt die Construction dieser 
beigeordneten Curven und Curvenschaaren im Princip erledigt. 

Es möge hier, obwohl ich weiterhin keinen Gebrauch 
davon mache, noch angedeutet werden, welche Resultate man 
erlangt, wenn man den Satz 1 für die mehrfach polarisirte 
Form (x /)" (x /jlY anwendet. Indem man nämlich die Gleichung 

(13) der Operation <Tj ^^ -f- (t., ^^ unterwirft, ergiebt sich: 

- <7. -h - — (T., — • 

n (x/)"-^ (x/.)^-i[(x;o (pr)-h(xr) (/./)] [(x/) (^/.) + (^/^) (^^)J 

+ (;^/)" (y^f^Y [(^/) (r/^) -^ (^/^) (/>/)] (16) 

Setzt man nunmehr x^ =s: a.y x., =^ — a^, so erhält man 
nach Satz 1: 

+ «.■>.;: [(^/) (/>/i)-l-(^/^) (/>/)] (17) 

als Gleichung einer zu S apolaren Curve, und zwar ist es die 
der binären Form al^ (/> x) (rr x) beigeordnete Curve (n 4- l)ter 
Klasse. 

Die Gleichung (17) entsteht aber aus: 

= a-r^ a^'^ a^ a^ (18) 

indem man die folgende Identität in x gelten lässt; 
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(xr) (xco) = n [(pk) M H- (/>//) (;f/)] [(^>?) (x//) + (<Tfi) (x;.)] 

d. h. wenn man annimmt, dass die rechts stehende quadratische 
Function von x, welche ich abkürzend mit ^ (xx) bezeichnen 
will, für /i=^-ri und Xi wi verschwindet. Die Gleichung (17) 
ist demnach das Eliminationsresultat von r (o aus der Gleichung 
(18) und den 2 weiteren Gleichungen: 

S^ (r r) — r^^a-i 
(/'{(üw) - 0. L . bJ 

Jede der Gleichungen (19) ist für U[ = (Äfi)i die Gleichung 
eines bestimmten Kegelschnitts, beide berühren die Tangenten 
in p und a, der erste berührt überdies S im Punkte r, der 
zweite ebenso in w. Wir können jedoch die Kegelschnitte (19) 
noch näher charakterisiren: Setzt man nämlich in (16) ^j^^^i 
x,y = 72, so erhält man offenbar 

(r;)°-i (r //)"-! </' (rr) 

und dies ist nach Satz 1 die linke Seite einer zu S apolaren 
Curve. Wir sehen also, 

dass der Kegelschnitt (^' (z z) - mit dem (n — 1)- 
fach gezählten Punkte r zusammen eine zu S apolare 
Curve (n— ])ter Klasse bildet. 

Man könnte also, indem man nur sehr spezielle Fälle der 
Sätze 13 und 12 in Anwendung brächte^ projectivische Punkt- 
reihen angeben, welche <p (v t) — oder ^ ((o co) -—- er- 
zeugen würden. 

Die Curven (19a) und (19b) haben 4 gemeinschaftliche Tan- 
genten, von denen 2, nämlich die Tangenten von S in /> und a 
fest, die beiden andern mit reo variabel sind. Jedem Punkte- 
paar T CO entspricht also ein Geradenpaar und eine Curve 
(n — l)ter Klasse (18), welche dadurch einander eindeutig zuge- 
ordnet sind. Es wird einfach unendlich viele Male vorkommen, 
dass eine Gerade des Geradenpaars die zugehörige Curve tangirt. 
Die Geraden dieser Eigenschaft umhüllen die Curve (17), 
d. h. die beigeordnete Curve von a.^ (px) {(tx). 

Man sieht, wie diese Betrachtung unter fortwährender 
Anwendung des Satzes 1 fortgesetzt werden kann und zu Er- 
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Zeuglingsarten derjenigen Curven führt, welche den Formen 
«x" (p ^) (^ ^) (^ ^)> ^r (/> ^) (^ ^) (^ ^) (^«^ ^) ßtc. beigeordnet 
sind, sobald die beigeordnete Curve von d^^ bekannt ist. 

§ 5. 

Die Sätze 12 und 13 gestatten ganz allgemein die Con- 
struction der zu einer binären Form conjugirten Foimen, sobald 
die Lösung der folgenden Hülfsaufgabe bekannt ist: 

14, Eine Schaar von Curven n ter Klasse (für n y> 1): 



ul -{- p iiQ = (20a) 



'a 



sei nicht selbst gegeben^ aber es sei möglich^ zu jeder einzelneri 
Curve derselben sämmtliche conjugirte n - Seite linear zu con- 
struiren^^). Es sei ferner eine zu dieser Schaar projectivische 
Punktreihe FI: 

gegeben (wobei die Elemente desselben Parameters sich entsprecJien). 
Es sollen alle conjugirten (n + 1; - Seite der von den beiden 
projectivischen Reihen erzeugten Curve: 



US^ 



n n 

U„ Ut 



(21) 



Up^ «B 

construirt werden. 

Ich nehme an, dass die entsprechende Aufgabe für 
eine Curvenschaar (n — l)ter Klasse bereits gelöst 
sei, und werde zeigen, dass und wie sie alsdann für die (vor- 
liegende) Curvenschaar nter Klasse zu lösen ist. 

Zu diesem Zweck will ich die Punkte der Punktreihe (20b) 
mit ^i TT^ . . . Tüi . . ,j die entsprechenden Curven der Schaar 
(20a) mit /f^ A ; . . . Zi . . . und das Erzeugniss beider Reihen 
mit (tt—K) bezeichnen. Ausserdem soll allgemein Ky die Polare 
der Geraden v in Bezug auf eine Klassencurve K bedeuten. 
Danach wird (;r — K)^ die Polare von v in Bezug auf (tt — A), 



*-) Darunter soll stets verstanden werden, dass man im Stande sei, die 
gemischte Polare von irgend (n—l) Geraden in Bezug auf die betreffende 
Curve linear herzustellen. 
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dagegen (;: — A\) das Erzeugniss der projecti vis eben Eeihen 
(rj TT.^ ... TTi . . .) (A'jv A'oy ... A'iv . . .)'') vorstellen. Ich be- 
liaupte nun, dass die Curve (r — A )v derjenigen Scbaar angehört, 
welche gebildet wird: 

1) von der Curve (;:— A») 

2) von derjenigen Curve, welche innerhalb der Schaar 
der Curven K dem Schnittpunkt von ;r mit v entspricht. 

In der That folgt aus (21) durch Polarenbildung die in tt 
identische Gleichung: 



l'^j Urj_ 



u-l n-1 



t'ß ?'ß 



(n 4- 1) V., h: = n '' '' ' ' 4- « P . (22) 

welche das Gesagte bestätigt. 

Schreibt man nunmehr i\ an Stelle von v und bestimmt 
in Bezug auf die 3 genannten Curven, welche derselben Schaar 
angehören, die gemischten Polaren von (n — 1) weiteren Geraden 
v.y ... Vn, SO erhält man 3 Punkte, welche auf derselben Ge- 
raden liegen. Der Punkt (jz — A)viV2...v„ Hegt demnach auf 
der Yerbindungslinie der folgenden 2 Punkte: 

1) des Punktes (;r — A^^) V2 V3 . . . v„. Dieser Punkt ist 
linear construirbar, weil wir angenommen haben, dass die 
Aufgabe 14 gelöst sei, sobald an Stelle der Curvenschaar nter 
Klasse eine Schaar von Curven (n — l)ter Klasse gesetzt wird, 
wie hier der Fall ist. Um aber darzuthun, dass die Voraus- 
setzungen der (für (n — 1) an Stelle von n ausgesprochenen) 
Aufgabe 14 erfüllt sind, hat man nur zu zeigen, dass man zu 
jeder einzelnen der Curven Ku^ iCbvi . . . sämmtliche conjugirte 
(n— 1) - Seite construiren kann. Dies ist in der That möglich, 
weil jedes solche (n — 1)-Seit für Kw^ mit ^j vereinigt, 
ein conjugirtes n - Seit für Ki bildet und wir nach der Voraus- 
setzung der ursprünglichen Aufgabe in der Lage sind, für jede 
der Curven K sämmtliche conjugirte n - Seite herzustellen ; 

2) des Polarpunktes von i\ ...«;„ in Bezug auf diejenige 
Curve der gegebenen Schaar, welche dem Schnittpunkt von ^•^ 

^^) Damit diese Curven angebbar seien, nm^ste n ]> 1 an^enommeu 
werden. 
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und TT entspricht. Dieser Punkt ist nach der Voraussetzung 
der Aufgabe ohne Weiteres construirbar. \ 

Wird die Verbindungslinie von (1) und (2) mit F, be- 
zeichnet, so liegt der Polarpuukt der Geraden t\ v.^ ... Vn in 
Bezug auf die Ourve (tz—K), auf dessen Aufsuchung wir hin- 
zielen, jedenfalls auf der Geraden J\, Auf diese war man 
jedoch gelangt, indem man v^ aus der Reihe der Geraden 
v^ Vo ... ^n hervorhob; verfährt man also in derselben Weise 
mit v,^, so erlangt man eine 2te Gerade V^, welche ebenfalls 
den gesuchten Polarpunkt enthält. Dieser ist demnach identisch 
mit dem Schnittpunkt von Fj und Fg und die Aufgabe 14 ist 
demnach gelöst, einstweilen noch unter der Voraussetzung, dass 
die analoge Aufgabe des (n — l)ten Grades gelöst ist; d. h. die 
Aufgabe des nten Grades ist auf die entsprechende des (n— l)teii 
Grades reducirt. 

Danach ist insbesondere die Lösung von 14 für n ^^2 auf 
die folgende Aufgabe zurückgeführt: „Wenn 2 projectivische 
Punktreihen gegeben sind, welche einen Kegelschnitt erzeugen, 
so sollen sämmtliche conjugirte Geradenpaare derselben con- 
struirt werden. Da aber diese Aufgabe in der That sehr leicht 
lösbar ist, so ist die in 14 geforderte Construction für 
n = 2, also überhaupt allgemein vermöge der oben 
gegebenen Methode ausführbar. 

§ 6. 

Constructionen auf einem Kegelschnitt. 

A. Formen dritten Grades« 

I. Es sei eine binäre Form a^ gegeben, welche aus den 
Punkten 1, 2, 3 (des Grundkegelschnitts S) bestehen möge. Der- 
selben ist als Form (2n + l)ten Grades (für n = 1) eine 
Punktreihe P beigeordnet, derart, dass zu jedem Punkte <t des 
Kegelschnitts ein Punkt 2^a ^^^ Punktreihe gehört, und aus 
Satz 9 folgt, dass wenn die Punkte (ttm eine zu al conjugirte 
Form bilden , die Gerade r co durch pa hindurchgeht. Die 
Strahlen durch p^j schneiden also auf S diejenige Involution 
aiisj welche innerhalb der zu al conjugirten Ol dem Punkte <t 






— 25 — 

Zugehört (cfr. Einl. VII.). Nun kann man sehr leicht jp^ p.y p^ 
construiren, denn es bildet, wie aus den beiden Sätzen II. der 
Einleitung hervorgeht, sowohl der dreifach gezählte Punkt 1, 
als auch (123) selbst je eine Form der conjugirten Gl, Die 
Tangenten in 1 und die Gerade 23 schneiden sich demnach im 
Punkte Pi] ebenso ist 

wenn h allgemein die Tangente des Punktes <j bezeichnet. 
Dass die 3 Punkte p^ p,^ p^ in der That auf derselben Geraden 
liegen, ist die Folge eines bekannten Satzes. 

Durch Construction der Punkte p^ p., p^ ist nun die Punkt- 
reihe F und ihre Zuordnung zu den Punkten des Kegelschnitts 
vollständig bestimmt; man könnte nach den gewöhnlichen 
Regeln der Construction projectivischer Gebilde zu jedem 
Punkte (7 den zugehörigen j^g construiren. In unserem Falle 
jedoch vereinfacht sich diese Construction bedeutend und kann 
kurz so angegeben werden: Man bestimme den 2ten Schnitt- 
punkt (T^ von p^a mit P und den Schnittpunkt von <t*1 mit P; 
der Letztere ist pa; denn da nach Construktion 1<t<t^ ein 
Element Aev Gl ist, so ist 1<t' ein Element der zu a innerhalb 
der 0^3 gehörigen Gl, pa muss also auf der Geraden 1<t' und 
zugleich auf P liegen, wie behauptet wurde. 

Um also zu einem Puuktepaar r co den Punkt a zu finden, 

welcher es zu einem Element der conjugirten Gl ergänzt, 

bestimmt man (rw— P) = jpa, fixirt den 2ten Schnittpunkt (t^ 

von Ipj mit 8 und erhält alsdann (t als 2ten Schnittpunkt von 

S mit Pl<T^ 

Es möge hervorgehoben werden, dass die angegebenen 
Construetionen richtig bleiben, wenn man an Stelle von 1 und 
p^ Überall die Punkte /? und pp setzt, wo /> einen beliebigen 
Punkt des Kegelschnitts bedeutet. Ist nämlich die Gerade P 
und . sind überdies die zugehörigen Punkte p und pp gegeben, 
so wird zu irgend einem Punkte a des Kegelschnitts der zu- 
gehörige Punkt jpcj gefunden, indem man: Cö-jpp — S) = a^ 
{(T^ p — P) == p^ bestimmt. 



— 26 — 

Das Punktepaar, welches die Gerade P auf dem Kegel- 
schnitt 8 ausschneidet, ist die einzige apolare Form von a\ 
und stellt mithin die Hesse*sche Co Variante dieser Form vor, 
denn eine Form iten Grades, die zu einer Form nten Grades 
apolar ist, ist (nach V. der Einl.) zu allen (n— i)ten Polaren 
der Form conjugirt. In unserem Falle ist demnach das Punkte- 
paar harmonisch zu allen ersten Polaren von a^ und ist also 
in der That mit der Hesse'schen Covariante dieser Form 
identisch. 

II. Zwei Formen dritten Grades a^ h\, welche resp. aus 
den Punkten (12 3) (1* 2' 3') bestehen, haben eine 0% von 
coDJugirten Formen. Die beigeordnete Punktreihe von a.^^ sei P 

(Pcj • • •)> di^ von h\ sei Q{q^ . . .). Die Gerade p^ q^ schneidet 
auf Ä das zu (t innerhalb der conjugirten Ol gehörige Punkte- 
paar aus. Die projectivisch auf einander bezogenen Punktreihen 
(poPz •••) fc Ö^T • • •) erzeugen demnach dielnvolutionscurve^^) 
der erwähnten Gl; d. h. die Curve 2ter Klasse,, welche den 
von den Tripeln derselben gebildeten Dreiecken eingeschrieben 
ist. Die Gleichung dieser Curve entsteht für ui = (^ /j)i durch 
Elimination von <t aus: a^ a^ a„ == und h^ K K "^^ ^ i^^d 
ist daher: 

f={ab) ax a^b^ b^ = 0. (23) 

Wenn a^^ und 6^ zu einander conjugirt sind, so steht die 

Involution a^ + /> i^ sich selbst als conjugirte gegenüber und 
die Curve (23), die wir in diesem Falle J nennen wollen, ist 

auch Involtttionscurve von al -h pb^. Als solche hat sie die 
Gleichung: 

= (cib) [a{ bl 4- ai b^ a^ b^ + a^ bl] 

(23a) 

weil sie von denjenigen Geraden berührt wird, deren Schnitt- 
punkte X fJL mit 8 demselben Element der Involution angehören, 
ihre Gleichung demnach durch Elimination von p aus: 







(^/^) 



3 73 



^*) Weyr. Grelles Journal. Bd. 72. 
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% -^ P 0^ = 

erhalten wird, wobei die Lösung / = /i auszuschliessen ist. 

Dass für (aby = die Curven (23) und (23a) in der Tliat 
dentisch sind, bestätigt man sofort, indem man die identische 
Gleichung: 

(aby {^^r = (ah) [al bl - 2ax a^, h \ + < K] = 

mit (23) verbindet. Ebenso erhält man aber auch: 

4f --= (ab) (ax b^ + a,, ftj^ = 

als eine neue Gleichungsform derselben Curve. Bildet man 
für diese (nach Seite 10) Df und JDf, so ersieht man aus den 
Gleichungen: 

2. 4: Df— 4: (ab) (ajj^ + a^by) a^b^ 

6. 4 JDf -^4: (ab) (ayb^ + a^byf + 8 (ab) ayb^ a^by^ 

unter Benutzung von (23) und (23b), dass 

JDf = f 

ist, und dass also J als Curve 2ter Klasse zu S als Curve 
2ter Ordnung conjugirt ist. Nun ist aber die Bedingung dafür, 
dass einem Kegelschnitt == al = a^ ~ a^ e^ a^^ unendlich 
viele einem andern s{ -, s'l^O eingeschriebene Dreiecke um- 
schrieben werden könuen, dargestellt durch :''^) 

3 [(aa s)^f = 4 (aa a:'f (a!' ss^f. 

Mithin hat die Curve J, wenn sie nicht zerfällt, die Eigen- 
schaft, dass sie auch als Ordnungscurve zu 8 conjugirt ist, 
und dass ihr unendlich viele Dreiecke eingeschrieben werden 
können, die 8 umschrieben sind; aus Alledem folgt: 

15. Wenn 2 Pimktetripel auf einem Kegelschnitt 8 2 zu 
einander conjugirte Formen dritten Grades vorstellen, so ist der 
den Dreiecken der beiden Trtpel eingeschriebene Kegelschnitt J 
soivohl als Ordnungs' als auch als Klassencurve zu 8 conjugirt 



^'^) Salmon-Fiedler, Theorie d. Kegelschnitte. 2te Aufl. p. 448. 



— 28 — 

und man Jcann J unendlich viele Dreiecke einschreiben, die S 
umschrieben sind. 

Da aber J als Klassencurve zu 8 conjugirt ist, so folgt 
auch, dass, wenn die Gerade k/i Tan gente von J ist, t^ f,^ cdn- 
jiigirte Geraden in Bezug auf J vorstellen, d. h.: 

16. Wenn Qyby conjugirt sind, so schneidet jede Tangente 
des Invdutionskegelschnitts (J) der von den beiden Formen ge- 
bildeten Involution die Citrve S in 2 Funkten, deren Tangenten- 
paar zu J conjugirt ist 

Ist also öTo) irgend ein Tripel der erwähnten Involution, 
so ist t^ t^ t^^ ein Polardreiseit der Involutionscurve. 

III. In der Einleitung habe ich erwähnt, dass sich an den 
Begriff der conjugirten Formen 2 Reihen von Aufgaben natur- 
gemäss anknüpfen. Für Formen des dritten Grades, ist die 
erste Eeihe der Constructionen , soweit sie linear ausführbar 
sind, durch das Vorhergehende erschöpft ; von den andern Ä uf- 
gaben: der Construction einer cubischen Involution aus 2 ihrer 
Elemente und der Construction einer Ol aus 3 ihrer Formen, 
ist die Letztere bisher nicht behandelt worden. Ich will daher 
zeigen, dass sie mit Hülfe der bekannten Construction der 6^| 
(aus 2 ihrer Elemente) ausführbar ist, welche folgenderraassen 
ausgesprochen werden kann: 

„Um innerhalb der von bl (1'2'3') und 4 (1"2"3") ge- 
bildeten Involution zu einem Punkte p das zugehörige Punkte- 
paar (TT zu construiren, bestimme man zunächst den Punkt 
0--2'3'— 2"3", alsdann den 2ten Schnittpunkt />' von mit /S 
und flxire die Punkte: 

Die Verbindungslinie dieser beiden Punkte schneidet S in den 
gesuchten Punkten ^r." 

Die Richtigkeit dieser Construction kann man mit Hülfe 
des Satzes 11. leicht bestätigen. 

rV. Es seien nunmehr 3 Formen dritten Grades ayblcy 
gegeben, welche resp. aus den Punkten 123, 1'2'3', 1"2"3" 
bestehen. Ich stelle mir die Aufgabe, innerhalb der von ihnen 
gebildeten Ol zu irgend 2 Punkten den zugehörigen dritten zu 
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constriiiren. Es sei äl die Form, welche zu der Gl conjugirt 
ist; denn ist die Aufgabe gelöst, wenn es gelingt, lür diese 
Form die beigeordnete Punktreihe // (tz^^) zu bestimmen. Das 
kann folgendermassen geschehen: Man construire das zu 1 
innerhalb der Involution (byC.^) gehörige Punktepaar (t^t^ und 
ebenso die zu 2 und 3 gehörigen ^.>r., und (j^r,. Da alsdann 
sowohl 123, als auch l^,r^ der Ol angehören, so ist: 



Dadurch ist die Punktreihe fl und ihre Zuordnung zu den 
Punkten des Kegelschnitts festgelegt, und um nunmehr zu 
irgend 2 Punkten (tt den zugehörigen Punkt /? zu bestimmen, 
hiiben wir nur nach der Methode von I zu verfahren, nämlich 
den Schnittpunkt az — 7r=^;rp zu üxiren , 7rp 1 — 8 ^f)^ und 
/>';r, — 8 = f) aufzusuchen. 

Ich füge noch die folgende Bemerkung hinzu: 

17. Wenn die Ftmkte {a) eines Kegelschnitts 8 prqjectivisch 
sind zu einer PunJctreihe P (p^) derart, dass für 3 Punkte 
{123) p^ auf ^3, P2 ciuf 3I und p.^ auf T2 liegt, so erhält man 
allgemein p^ aus a, indem man ap^ — S^^a^, a'l — P^-=Pq bestimmt, 
d. h, P ist die beigeordnete Panktreihe einer Form, die zu der 
binären Fm^m der Punkte 123 conjugirt ist 

Beweis: Die erwähnte Construction, nach welcher man 
^Pi — 8=- a% (T*\ — P^ c[z zu construiren hat, ordnet jedem 
Punkte a eindeutig einen Punkt q^ zu und umgekehrt; vermöge 
derselben erhält man also jedenfalls eine zu den Punkten von 
8 projectivische Reihe auf dem Träger der Punktreihe P. Nun 
ordnet sie aber, wie man leicht bestätigt, den drei Punkten 12 3 
resp. die Punkte p^ p.^ p., zu, d. h. es ist p^^^q^ Pi=g.2, Ps'^Qnj 
folglich allgemein q^ — p^, wie behauptet wurde 

Man kann nunmehr bemerken, dass die Aufgabe, die durch 
3 Tripel gegebene Ol zu construiren, zusammenfällt mit der 
folgenden Aufgabe, welche dadurch mit gelöst ist: 

18. Es sind 3 einem Kegelschnitt 8 eingeschriebene Dreiecke 
gegeben. Es soll eine Oerade FI so bestimmt werden, dass die 
3X3 Ecken der Dreiecke (12 3, 1'2'3', 1"2"3") projectivisch 



' 
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sind resp. zu den Schnittpunkten von n mit den Gegenseiten 

Dass diese Aufgabe stlets eine Lösung zulässt, ist aus der 
angegebenen Construction der Geraden // zu ersehen; dass sie 
nicht mehr als eine Lösung besitzt, erkennt man mit Hülfe des 
Satzes 17. Denn nach diesem Satz ist jede Punktreihe //, 
welche der Aufgabe genügt, beigeordnete Punktreihe einer Form, 
die sowohl zu 123, als zu 1'2'3' und 1"2"3" conjugirt ist; da 
es aber nur eine solche Form giebt, so giebt es auch nur eine 
Gerade /7. 

B« Formen vierten Grades. 

I. Es sei eine binäre Form a* gegeben, welche aus den 
Punkten 1,2,3,4 bestehe. Zn der von 1,2,3 gebildeten binären 
Form 3ten Grades sei nach AI. die beigeordnete Punktreihe P 
mit den Punkten p^ p,, p.^ construirt. Ich ziehe nunmehr im 
Punkte 4 die Tangente t_^ und bezeichne die Schnittpunkte 
derselben mit f, ^2 ^3 r^sp. mit s, s.^ s^. Die durch Pj Pg Pz — 
5, «2 s, definirten projectivisohen Punktreihen erzeugen nach 
Satz lä die beigeordnete Ourve K^ von a*. Nunmehr kann 
man vermöge einer einfachen linearen Construction (ohne die 
Curve K^ wirklich herzustellen) zu irgend einer Geraden u den 
Polarpunkt in Bezug auf ^^ construiren: Wenn nämlich u die 
Punktreihen in 2?-. und s^^^ trifft, so hat man s^ und p^^^ herzu- 
stellen. Ist alsdann der Schnittpunkt der Geraden^^x^o*— ' ^-c2^oj, 
so ist der vierte harmonische Punkt von in Bezug auf 
s. und jPty der gesuchte Punkt 0. Man erhält ihn also auch, 
indem man 5xPT"~^tü^oj^=^' bestimmt, diesen mit dem Schnitt- 
punkt der Geraden P und t^ verbindet und als Schnittpunkt 
dieser Verbindungslinie mit s^ p^,^ aufsucht. 

Wenn nunmehr u mit 8 die Punkte pa gemein hat, so 
schneiden die Geraden durch auf S diejenige Ol aus, welche 
innerhalb der zu a^ conjugirten öj den Punkten pa zugehört. 
Man kann danach alle Elemente dieser ö* construiren. 

Nach Satz VI. der Einleitung besitzt a* eine O2 von 
apolaren Formen. Das innerhalb derselben zu irgend einem 
Punkte <3r gehörige Punktepaar wird von der Polaren von a in 
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Bezug auf K.;» ausgeschnitten und ist also nicht minder leicht 
zu erhalten. 

IL Wenn 2 Formen ajj* vorliegen, so kann man in der- 
selben Weise Punktreihen herstellen, welche die beiden beige- 
ordneten Curven a^ a^^ = &^ 6^ = erzeugen. Alsdann ist 
die (yonstruction der zu beiden Formen conjugirten Gl ohne 
Schwierigkeit; denn um />^ zu einem Element der Ol zu er- 
gänzen, hat man nur die Polarpunkte der Geraden ^/> in Bezug 
auf ax a^ = und hl J^ = nach Massgabe von I. zu con- 
struiren, die Verbindungslinie beider herzustellen und die Schnitt- 
punkte derselben mit 8 zu bestimmen. 

Die Construction der zu 3 und 4 biquadr. Formen, con- 
jugirten Formen, kann offenbar nicht mehr linear ausgeführt 
werden. 

€• Formen fünften Grades. 

Die Form a^ bestehe aus den Punkten 1, 2, 3, 4, 5. Ich 
denke die beiden Punktreihen construirt, welche die beigeordnete 
Curve K der biquadratischen Form (1, 2, 3, 4) erzeugen. 
Alsdann kahn ich zu jeder durch 5 gehenden Geraden 5(t den 
Pol po in Bezug auf K nach B. I. construiren, oder was 
dasselbe ist, den Punkt, dessen Büschel die zu 6 (t in Bezug 
auf (1,2, 3,4) gehörige Involution auf 8 ausschneidet. 

Diese Punkte p^ bilden eine Punktreihe, welclie zu der- 
jenigen projectivisch ist, die man erhält, wenn man die Tangente 
in 5 durch t^ schneidet und"' den Punkt a auf 8 variirt; das 
Erzeugniss beider Reihen ist aber nach Satz 13 die zu 5 
innerhalb der beigeordneten Schaar von (1,2,3,4,5) gehörige 
Curve. Man kann jetzt innerhalb der zu al conjugirten Gl 
alle Elemente construiren, welche den Punkt 5 selbst enthalten. 
Hierbei war aber der Punkt 5 bevorzugt worden, und indem 
man analog mit 4 verfährt, ist man im Stande, alle diejenigen 
Elemente der Gl herzustellen, welche 4 enthalten. Um nun 
die zu 3 beliebigen Punkten I, 11, III innerhalb der Gl ge- 
hörige Gl zu construiren, suche man den Punkt: 

a, welcher I. II. III. 5 
und y9, welcher I. n. III. 4 
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ZU je einein Element der Gruppe ergänzt. Der Schnittpunkt 
der Geraden 5a— 4y3 ist alsdann der Punkt, dessen Strahl- 
büschel die gesuchte Gl auf 8 ausschneidet. 

Die zu ax apolaren Formen 4ten Grades bilden nach 
Satz VI. der Einl. eine Ol. Um 2 Punkte ptr zu einem 
Element derselben zu ergänzen, hat man nur die beiden Gl zu 
construiren, welche resp. /?<t5 und /><t4 zugehören; das gemein- 
same Element zw derselben bildet mit ,o<t zusammen ein Element 
der erwähnten G^. 

Ueberdies giebt es eine Form 3ten Grades, welche zu ay 
apolar ist. Das Dreiseit ihrer 3 Punkte ist das gemeinsame 
Polardreiseit aller Curven der beigeordneten Schaar. 

Wie nach Massgabe des Vorhergehenden die Construction 
der zu 2 Formen 5ten Grades conjugirten Formen zu geschehen 
hat, bedarf keiner näheren Auseinandersetzung. 

D. Construction der conjugirten Formen 

einer Form 2nten Grades al^ (n > 2) 
unter der Voraussetzung: 
dass die Aufgabe gelöst sei, die conjugirte Ö2SI1 einer 
beliebigen Form (2n— l)ten Grades zu construiren. 

Die Form a,^ bestehe aus den Punkten ai a.y . . , a2n. Ich 

will die binäre Form der Punkte a^ a.^ . . . a2n-i mit J/" be- 
zeichnen. Die Letztere besitzt eine beigeordnete Schaar von 
Curven (n— l)ter Klasse, welche den Punkten von 8 in der 
Art zugeordnet ist, dass dem Punkte a die Curve K^ der 

Schaar entspricht. Da ich alle conjugirten Formen von &;"" 
construiren kann, so bin ich in der Lage, zu jeder einzelnen 
Curve K^ sämmtliche conjugirte (n— l)=Seite anzugeben. Ich 
ziehe nunmehr die Tangente fen im Punkte a2n und bestimme 
den Schnittpunkt s derselben mit der Tangente in a. Der 
Punkt s und die Curve X, sind alsdann einander eindeutig 
zugeordnet, und indem ich <t variire, erhalte ich 2 projectivische 
Reihen, deren Erzeugniss nach Satz 12 die Curve a^ei°=:0 
ist. Um nunmehr alle n-Seite der letztgenannten Curve, d. h. 
alle zu a^" conjugirten Formen zu construiren, hat man nur 
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auf die (für n—l an Stelle von n ausgesprochene) Aufgabe 14 
zurückzugehn, deren 2 Voraussetzungen liier erfüllt sind (die 
eine nach der eben angestellten Betrachtung, die andere weil 
oben w >> 2 angenommen wurde), und deren Lösung bereits 
bekannt ist. 

E. Gonstruction der zu einer Form (2n+l)ten Grades a^"^^ 

conjugrirten Formen (n^2). 

Indem ich die unter D gemachte Voraussetzung festhalte, 
bin ich vermöge des Obigen in der Lage, zu jeder Form 2nten 
Grades sämmtliche coujugirte Formen zu construiren. 

Nun bestehe die vorgelegte Form a^"^^ aus den Punkten 
a, a,^ . . . . Ofn-hu Ich bezeichne die binäre Form der Punkte 
a^ a.^. .. «2^ mit &^°> ^i^ derselben beigeordnete Curve ist alsdann 

b{b^=iO. Da ich alle conjugirten Formen von 6^" construiren 
kann, so bin ich im Stande, sämmtliche conjugirte n-Seite von 
11^1)^=0 anzugeben, oder mit anderen Worten: Wenn v eine 

Gerade und 77 die erste Polare derselben in Bezug auf hlb'^=0 
ist, so kann ich alle conjugirten (n— 1)-Seite dieser Curve // 
linear construiren. 

Ich verbinde nunmehr den Punkt a2a~j~i mit allen Punkten 
a von S, denke die erste Polare K^ der Geraden (ra^^^^^ in 

Bezug auf 65^&"=0 hergestellt und bestimme den Schnittpunkt 
s von t^ mit der Tangente in a^^^^ . s und K^ sind alsdann 
eindeutig zugeordnet, und indem man a variirt, erhält man 
2 projectivische Reihen, deren Erzeugniss eine Curve A' ist. 
Da ich, wie schon bemerkt, zu jeder Curve K^ sämmtliche 
conjugirte (n— 1)-Seite herstellen kann, so sind die Voraus- 
setzungen der (für n— i an Stelle von n auszusprechenden) 
Aufgabe i4, erfüllt und ich kann demnach sämmtliche con- 
jugirte n- Seite von K construiren. K ist aber nach Satz 13 
diejenige Curve, welche innerhalb der beigeordneten Schaar 
von a^^~^^ dem Punkte aan+i zugehört. Ich kann also sämmt- 
liche Elemente derjenigen Oll construiren, welche innerhalb 
der zu a^""^^ conjugirten ölHii ^^^ Punkte a^^,^^ zugehört, 
d. h. ich kann alle diejenigen zu a^^^ conjugirten Formen 

linear herstellen, welche den Punkt a2n-f i enthalten. 

3 
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Auf demselben Wege aber ist es mir möglich, alle diejenigen 
conjugirten Formen zu construiren, welche den Punkt a2n 
enthalten. 

Um nunmehr die zu (2n— 1) beliebigen Punkte Py^ p.^ . . -p^n-i 
innerhalb der conjugirten GllXi gehörige 0\ herzustellen, ver- 
fahre ich folgendermassen: Ich bestimme, was nach dem Vorher- 
gehenden sofort ausführbar ist: 

den Punkt ^^2„, welcher /?i />2 • • • /^2a-i ^2u 

und den Punkt />2n+i, welcher ^/?i/>2 .. . ./>2n-fi ct2ii+i zu einem 

Element der Gl"]};} ergänzt. Alsdann sind (,^2ü^2.i) (A^2ii+i/^2n+i) 
Punktepaare der gesuchten G\ und der Schnittpunkt der Ver- 
bindungslinien dieser Paare ist derjenige Punkt, dessen Büschel 
die erwähnte Involution auf 8 ausschneidet. 

Nach dem soeben und unter B, Gesagten kann folgendes 
Resultat ausgesprochen werden: 

„Die Aufgabe, die zu einer Form iten Grades conjugirten 
Formen linear zu construiren, kann für i = 2n, iz=2n-^l 
(sobald n^2) als erledigt angesehen werden, sobald sie für 
i—2n—l gelöst ist. Da dies aber nach C für n=^3 in der That 
der Fall ist, so ist die Aufgabe allgemein gelöst J^ 

Die projectivische Erzeugung der beigeordneten Curven, 
wie sie durch die Sätze 12 und 13 gegeben wird, gewinnt ein 
weitergehendes Interesse durch die merkwürdige Beziehung, in 
der die beiden auftretenden projecti vischen Reihen: die Puiikt- 
reihe und die Curvenschaar zu einander stehen. Bei der im 
Satz 13 erörterten Erzeugungsart entsteht die auftretende 
Schaar aus der Punktreihe, indem man zu jedem Punkte der 
Letzteren die Polare in Bezug auf eine bestimmte Curve 
2ter Ordnung (nämlich den Kegelschnitt S) und zu jeder dieser 
Polaren wiederum die erste Polare in Bezug auf eine gewisse 
Klassencurve aufsucht. 

Man kann nun allgemeiner eine Curve pter Ordnung C^ 
(aP = 0) und eine Curve qter Klasse A'i (z^^ = 0) gegeben 
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(lerken; jede Oiirve rter Klasse n[), — besitzt alsdann (wofern 
r<^^l) ist) eine bestimmte Curve (p — r)ter Ordnuno; als Polare 
(ci'r. Einleitnng X.) in Bezug auf C^ und diese Curve (p — rjter 
Ordnung bestimmt wiederum (wofern p — r<^q ist) eine 
gewisse Curve (q~p-rr)ter Klasse als Polare in Bezug auf K'^: 
Die letztgenannte Klassencurve hat die Gleichung: 



^ p p— r ■ <1— p-f-r 

= a^ a^ n; ^^ 



'a 



(24) 



und ich will sie als „correspondirende^* Curve von ul in 
Bezug auf die beiden festen Curven bezeichnen. 

Setzt man für iiJ-^^^O der Reihe nach die Curven einer 
Schaar: 

= xul + liL^^ (24a) 

so bildet die Reihe der correspondirenden Curven eine zu jener 
Schaar projectivische Schaar von Curven (q— p-rr)ter Klasse: 

= x4 al" iC' ^' + ^^^*'^ <~' n^-^'. (24b) 

Das Erzeugniss dieser beiden projectivischen Reihen hat 
zur Gleichung das Eliminationsresultat von ;f und / aus (24a) 
und (24 b): 







II 



q— p-|-2r 



0) 



_p— r (1 — p..i_r 



(25) 



Diese Curve geht, wenn q — 2^-^'^^=P -^'? <1- h. 

q =- 2p — 2r 

gesetzt wird, in eine Curve der pten Klasse über, und ihre 
Gleichung wird alsdann dargestellt durch: 







ti 



(I) 



1% li-,^ 

r r 



p — r p — r 



(26) 



Bezeichnet nun b ein mit a gleichwerthiges Symbol und setzt 
man in die rechte Seite von (26) ii\^^h\ so ergiebt sich ein 
Ausdruck, der bei Vertauschung von a und h nur das Vorzeichen 
ändert; mithin ist: 



(0 



0. 



3* 



— 36 - 

Daraus folgt der Satz: 

19. Liegt eine Curvepter Ordnung und eine Curve (3p—3r)ter 
Klasse vor und constfuirt man in Bezug auf diese beiden zu 
einer Schaar von Curven rter Klasse die Schaar der „correspon- 
direnden^^ Curven, so ist das Erzeugniss dieser beiden projecti- 
vischen Schaaren eine Curve pter Klasse, die zu der gegebenen 
Curve pter Ordnung conjugirt ist. 

Für p^= 2 und r = 1 hat man eine Curve 2ter Ordnung 
C^ und eine Curve 2t er Klasse K^ festzulegen und zunächst 
zu den Punkten Pi p^* • - einer Punktreihe die Polaren g^Qf - 
in Bezug auf C^ herzustellen, welche ein Strahlbüschel bilden. 
Die Pole von g^ 9z * - - ^^ Bezug auf den Kegelschnitt K'^ 
bilden alsdann eine Punktreihe ^j gg • • • ^^^ das Erzeugniss 
der projectivischen Punktreihen p und q ist zu C^ conjugirt. 
Daraus folgt, dass, wenn man zu den Strahlen eines Strahl- 
büschels (gf, 0^2 • • •) ^i® Pöl^ i^ Bezug auf 2 Kegelschnitte C^ 
und K^ construirt, das Erzeugniss der entstehenden projec- 
tivischen Punktreihen, als Klassencurve aufgefasst, zu C^ als 
Ordnungscurve conjugirt ist. Da aber bei dieser Betrachtungs- 
weise K^ ganz dieselbe Rolle spielt wie C^, so folgt, dass auch 
K^, sobald es als Ordnungscurve angesehen wird, zu dem er- 
zeugten Kegelschnitt conjugirt ist; es ergiebt sich demnach 
der Satz: 

19a. Hat man 2 Kegelschnitte C^ und Cg und construirt 
man zu den Strahlen eines Strahlbüschels die Pole soivohl in 
Bezug auf C^ als auch in Bezug auf C^, so erliält man 2 projec- 
tivische Panktreihen. Das Erzeugniss K^ de^'selben ist als Curve 
2ter Klasse zu C^ und (^ cofijugirt 

Ich füge folgenden geometrischen Beweis dieses Satzes 
hinzu: 

Wenn y das Centrum des Strahlbüschels ist, so sind die 
Träger der beiden Punktreihen die Polaren v^ v,^ von y in 
Bezug auf C, resp. C^ und jeder durch y gehenden Geraden X 
entspricht auf v^ der Punkt x, als Pol von X in Bezug auf 
C, und auf v.^ der Punkt x.^ als Pol von X in Bezug auf C^, 
so dass {X,yx^) ein conjugirtes Geradenpaar von C^ und {X,yx,y) 
ein ebensolches für Cg ist. 
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Man verbinde nun beide Piinktreihen mit y und suche die 
Doppelelemente der erhaltenen concentrischen projectivischen 
Büschel, d. h. die von y d^n K^ gehenden Tangenten. Sind rr^ 
und X2 2 entsprechende Punkte, die mit y in gerader Linie 
liegen, so ist die Gerade x^x.y=zx^y=x.2^y ein Doppelelement; 
ich behaupte, dass alsdann X das 2te Doppelelement ist. In 
der That muss der Pol der Geraden a:, x,^ in Bezug auf (7, 
auf X liegen, und da er überdies auf f , liegen muss, mit {X—v^ 
identisch sein ; ebenso ist {X—v,^ der Pol der Geraden x^ x.y 
in Bezug auf C.y. Die Pole dieser Geraden liegen demnach 
mit y in gerader Linie und ihre Verbindungslinie X ist ein 
Doppelelement, wie behauptet wurde. 

Wird also die eine der von j/ an Z^' gelegten Tangenten 
mit X bezeichnet, so ist die andere die Gerade X^=^yx^=yx.y. 
Da aber, wie oben gezeigt {X,yx^, und {X,yx2) conjugiite 
Geradenpaare resp. von C, und 62 sind, und y den Pol von v^ 
in Bezug aufC^ darstellt, so sieht man, dass XX*?;i ein Polar- 
dreieck von Ci ist. Ebenso bilden die Geraden XX^v^ ein 
Polardreiseit von C,^, Da aber beide Dreiseite der Curve K^ 
umschrieben sind, so folgt, dass K^ in der That sowohl zu C, 
als zu C2 conjugirt ist. 

Ich kehre nunmehr zu der Gleichung (25) zurück. Die 
Curve, die sie repräsentirt, war das Erzeugniss einer Schaar 
von Ourven rter Klasse und der ihr „correspondirenden" Schaar 
unter Zugrundelegung 2er beliebigen Curven von resp. pter 
Ordnung und qter Klasse. Ich will nunmehr r=l annehmen. 
Die Curve (25) geht alsdann über in: 







li 



q— p -f 2 



tu 



1% \ 






(27) 



Sobald g— p + 2>2? ist, folgt für beliebiges v und u die 
Identität: 



P _q-2p-|-2 






V^^ ^i^y^ 



p-1 p-1 q-2p4-2 
^a ^a ^^a 



(28) 



+ '^ 






p— 1 p q— 2p 4-1 



wobei p und a gewisse Zahlenfactoren bedeuten. Ist nun 
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wiederum h ein mit a gleichwerthiges Symbol und setzt mau 
Vi rr= ?>i, SO geht der erste Term der rechten Seite in einen 
Ausdruck über, der bei Vertauschung von a und l nur sein 
Zeichen wechelt, und also identisch verschwindet. Es folgt 
demnach die Identität in n: 



;p q-2p-i 2 . _ 






a 



r' hl «r'^ + \ (28a) 



Man bemerke aber, dass die rechte Seite dieser Gleichung 
aus dem Ausdruck (27) für u^^^'^^ hervorgeht, indem man 

dort iirj durch l\ ?4~^ ersetzt, und dass die linke Seite die 

Polare von hl^ in Bezug auf u^~^'^^^ — vorstellt. Es 
folgt aus Alledem der Satz: 

80, Wenn man eine heliehige Ciirve pter Ordnung C^ und 
eine heliehige Cxirve c[ter Klasse K^ zu Gründe legt {wobei 
q^2p—2 sein soll) und zu den PanMen einer Panktreihe die 
Schaar der ihnen in Bezug auf C^ und K"^ correspondirenden 
Curven construirt^ so ist das Erzeugniss jener Punktreihe 
und dieser zit ihr prqjectivischen Schaar eine hestirnmte Curve 
{q — p~\-2)ter Klasse, Die Polare von C^ in Bezug auf das 
Erzeugniss ist identisch mit dem analogen Erzeugnisse welches 
erhalten wird, icenn man K^ durch die Polare von C^ in Bezug 
auf K^ ersetzt. 

Wenn indessen die Curve C^ zu jST^ apolar ist, d. h. wenn 
hl ul^^ für jedes u verschwindet, so wird die rechte Seite 
von (28a) und mithin auch 'die linke für jedes Werthsystem 
der u annulirt, d. h. es sind auch ?(or^^' und C^ zu einander 
apolar und es folgt: 

21, Wenn man eine heliehige Curve pter Ordnung C^ und 
eine zu ihr apolare Curve qter Klasse K"^ zu Grunde legt (wobei 
qy>2p — 2 sein muss), so ist das Erzeugniss irgend einer Pankt- 
reihe und der ihr in Bezug auf C^ und K'^ correspondirenden 
Schaar eine Curve (q^p-\~2)ter Klasse, welche zu C? apolar ist. 

Man überzeugt sich leicht, dass der wesentliche Inhalt 
des Satzes 13 ein specieller Fall desjenigen Satzes ist, der für 



1 
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p = 2 aus 21 hervorgeht , und der sich auch in einer 
dem Theorem 19 a ähnlichen Form folgenderraassen aus- 
sprechen lässt: 

21a, Hat man einen Kegehclmitt C^ und eine zu C^ apolare 
Curve q ter Klause K"^, und construirt man zu den Strahlen eines 
StraJdbüschels die Pole in Bezug auf C* und die erstell Polaren 
in Bezug auf K"^, so ist das Erzeugniss der erhaltenen projec- 
tivischen Punktreihe und Curvenschaar eine Curve qter Klasse^ 
die zu C- apolar ist 

Aus der Ableitung der Sätze 19—21 ist klar, dass die- 
selben sich unmittelbar auf räumliche Verhältnisse übertragen 
lassen, indem man überall für Curve das Wort ;;Fläche", für 
Gerade aber „Ebene" substituirt; die Anführung dieser Sätze, 
ebenso wie der dual gegenüberstehenden kann demnach unter- 
lassen werden. 



§ 8. 

Alles, was ich im Vorhergehenden für die binären Formen 
auf einem Kegelschnitt abgeleitet habe, findet sein genaues 
Analogon bei Betrachtung binärer Formen auf einer beliebigen 
Kaumcurve dritter Ordnung (l^, Durch Beziehung auf ein ge- 
eignetes Coordinatensystem kann bekanntlich stets bewirkt 
werden, dass die Coordinaten der Punkte der C^ sich als 
Functionen 2er homogener Parameter darstellen durch die 
Gleichungen : 

/y» • /y» • /yl • /yt ____ yO ♦ y— V * V V" * V" I 9Q I 

Soll alsdann u die Verbindungsebene der Punkte (/1/2) (/^,/a,) 
(>! Vo) sein, so müssen diese Parameterpaare Wurzeln der 
Gleichung : 

=: U^7C^^-\- U^ 7C\ X,, + U^ X^ x| -f U^ X^ 

vorstellen, d. h. die Grössen u müssen den elementarsymme- 
trischen Functionen von ?.fxv propo^^tional sein, welche ich der 
Reihe nach mit (/ // v)i {?^ // 1^)2 (/ /^ v)., (k //. v)^ bezeichnen will, 
so dass: 
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u^ : 2(2 : t*3 : U4 = ^2/^2 • ~ (^2 '^2^1 ■+■ ^2 V^i ^~/^2Vi) 

: (Vi'-'i +/Vi^i + ^2''ift) * — ^1/^1^1 

Daraus folgt wiederum, dass jede ganze homogene symmetrische 
Function von il//v als die linke Seite der Gleichung einer 
Klassenfläche angesehen werden kann, sobald man von den 
Gleichungen (30) Gebrauch macht. 

Des Folgenden wegen mögen einige Gleichungsformen 
dieser Art hervorgehoben werden: 

Sind paz irgend 3 Punkte der 63, so ist 

= I{pX) {a[x) (rv) (31) 

wenn die Summe auf alle Vertauschungen von X/xv sich erstreckt, 
die Gleichung des Schnittpunktes der Osculationsebenen von 
p(TT (d. h. des Pols der Ebene par m Bezug auf Q) wie man 
sofort bestätigt, indem man X=/Jt=)^=x setzt. Speciell ist 
demnach : 

= l\pX)i(Tp){(Tu) (31a) 

= 2 [{pX) {ap) ipv) + {pp) {(fX) (^v) + (^v) {ap) {a/)-\ 

die Gleichung des Punktes, in dem die Osculationsebene von p 
von der Tangente in a getroffen wird, weil bekanntlich die 
Tangente eines Punktes als Schnittlinie 2er unendlich benach- 
barter Osculationsebenen angesehen werden darf. 

Ich gehe nun dazu über, die Flächen nter Klasse zu be- 
trachten, welche zu der Öesammtheit der durch die cubische 
Rauracurve gehenden Flächen nter Ordnung conjugirt sind 
und werde zeigen, dass sie eine den apolaren Curven eines 
Kegelschnitts analoge Bedeutung haben; ich will eine solche 
Fläche daher auch als eine zu der C3 apolare Fläche 
bezeichnen. 

Wenn c" ^eh {c^x^ + c^x^ + c^x^ 4- c^ojJ" = eine Fläche sein 
soll, die durch die C^ hindurchgeht, so ist nach (29) hierzu 
nothwendig und hinreichend, dass die Gleichung r 

=- {c^x\ + c^7c\x^ + CgX^xl + c,4)» (32) 

für jedes x^x^ besteht. Aus dieser Identität können andere 
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durch Polarenbildung abgeleitet werden; ist eine solche: 

== / (c, c, c, x) (33) 

und setzen wir: 

in die rechte Seite von (33) ein, so stellt das Resultat, gleich 
Null gesetzt: 

= f [{Xii^\ {X,x,\ {k,i^\ {Xfi,), ,x\ (35) 

für jeden wirklichen und symbolischen Werth von x^ x^ eine 
Klassenfläche dar, die nach Gleichung (33) zu der Raumcurve 
apolar ist. Aber auch hier können wir die Operationen, welche 
auf (35) geführt haben, in umgekehrter Reihenfolge ausführen 
und auf (32) zuerst die Substitution (34) und dann di^ Polaren- 
bildung anwenden. Da aber die rechte Seite von (32) durch 
die Substitution (34) in {xky (x/iY (xuy übergeht, so folgt das 
zu Satz 1 analoge Theorem: 

ä2% Wenn man aus (xäY (x/iy (xuy durch Differentiation 
oder Pdarenhildung nach x eine Form f (x X/Jti^) abgeleitet hat, 
so stellt diese, sobald Ui = {X/iu)i gesetzt tvird, für jeden ivirklichen 
oder symbolischen Werth von x eine zu (7, apolare Fläche dar. 

Ist demnach a/ eine beliebige binäre Form 3 nten Grades, 
und führt man /, ^^ a., x^ — — a, in den Ausdruck {xXy (x/j^y (x\^y 
ein, so ergiebt sich: 

a" a" a° - (^^) 



als Gleichung einer zu C.^ apolaren Fläche nter Klasse, welche 
die Osculationsebenen in den Punkten der binären 



Form a^ berührt. 



Da jede Fläche cl=^0, welche die Raumcurve enthält, 
der Identität (32), also (3 n + 1) linearen Bedingungen und 
nur diesen zu genügen hat, so bilden alle Flächen dieser Eigen- 
schaft eine [ (^+^) (^^+ |i!L±g) - 3rz - l] - gliedrige Gruppe. 

Dieser steht demnach eine (3n+ 1)- gliedrige Gruppe von 
Klassenflächen als conjugirte- Gruppe gegenüber, in der offenbar 
alle zu C3 apolaren Flächen und nur diese enthalten sind. 
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Daraus folgt, dass eine zu der C^ apolare Fläche nter Klasse 
durcli 3n weitere Bedingungen vollständig festgelegt ist. 

Wird insbesondere gefordert, dass eine Fläche nter Klasse 
zu Q apolar sein und die Osculationsebenen in 3n bestimmten 
Punkten der Curve berühren soll (deren binäre Form durch cr'^" 
bezeichnet werde), so kann in vollständiger Uebereinstirarauiig 
mit der auf Seite 9 angewandten Methode gezeigt werden, 

dass die^^^ i o T ^^ linearen Bedingungsgleichungen, 

-l» itt« Ö' 

welchen die Coefficienten der Fläche alsdann unterworfen sind, 
niemals von einander abhängig sein können, wie immer auch 
a^" beschaffen sein möge: 

Es giebt demnach stets eine und nur eine Fläche 
nter Klasse, die zuC, apolar ist und die Osculations- 
ebenen in den Punkten einer gegebenen binären Form 
tty" berührt. Ich nenne sie die „beigeordnete" Fläche 

der Form. Ihre Gleichung ist durch a" a° a° = ge- 
geben. 

Man kann nunmehr folgende den Theoremen 2, 4 und 5 
analogen Sätze beweisen: 

23, Die erste Polare einer Ebene f* az in Bezug auf 
a" a,^ 0-^ = ist identisch mit der' heigeordneten Fläche von 

a a^ a- a^ 

24. Hohen icir 3 n Punkte der C.^y deren binäre Form zu a/ 
conjiigirt ist, so ist jede durch diese Punkte gehende Fläche nter 
Ordnung zu a^ ö" dl -—^ conjugirt. 

' 25. Wenn durch 3n Punkte der C.^ eine Fläche nter 
Ordnung gelegt werden kann, die zu ai a° a^ -- conjiigirt ist, 
so hat jede durch diese Punkte gehende Fläche dieselbe Eigenschaft 
und die binäre Form der 3n Punkte ist zu a^ conjugirt 

Der Beweis dieser Sätze ist dem Beweise der entsprechenden 
Sätze für die Ebene ganz analog. 

Auch hier kann jeder Form 3nten Grades nicht nur eine 
Klassen-, sondern auch eine Ordnungsfläche beigeordnet werden ; 
nämlich diejenige Ordnungsfläche, welche durch die 3n Punkte 
der Form hindurchgeht und zu der 6^, als Klassencurve apolar, 
d. h. zu allen denjenigen Flächen nter Klasse conjugirt ist, welche 
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sämintliche Osculationsebenen der C^ berühren. Aus dieser 
Bemerkung folgt, dass die Sätze 24 und 25 auch folgender- 
massen ausgesprochen werden können: 

24a, Haben wir 2 conßigirte binäre Formen Snter Ordnung, 
so ist die beigeordnete Ordnungsfläche der einen zur beigeordneten 
Klassenfläche der andern conjugirt 

25a. Wenn 2 binäre Formen Snter Ordnung so beschaffen 
sind, dass die beigeordnete Ordnungsfläche der einen zur beige- 
ordmten Klassenfläche der andern conjugirt ist, so sind die binären 
Formen selbst conjugirt 

Um ein dem Satz 7 entsprechendes Theorem zu erhalten, 
bemerke man, dass jeder Gff von Formen eine ösn-fWp von 
conjugirten Formen gegenüber steht. Jeder Form der letzteren 
Gruppe ist eine Klassenfläche beigeordnet und der so erhaltenen 
(3n + l - 2?)-gliedrigen Gruppe F von Flächen nter Klasse 
steht eine p^H- D (n + 2) (n + 3) _ 3^ _ i + ^l.gUedrige Gruppe 

von Flächen nter Ordnung gegenüber. Jede Fläche, welche 
dieser letzten Gruppe G angehört und die C, nicht in sich 
enthält, muss nach 25 ein Element der gegebenen G^^ aus- 
schneiden; umgekehrt muss jede Fläche nter Ordnung, welche 
durch die 3n Punkte eines Elements der öp" hindurchgeht, zu 
allen Flächen von F conjugirt sein und mithin der Gruppe G 
angehören. Es. folgt also: 

26. Haben wir auf der C, (p + 1) Formen derselben Gf 
und legen mir durch die 3n Punkte einer jeden Form irgend 
eine Fläche nter Ord7iung, so bilden die so erhaltenen {p-\-\) 
Flächen zusammen mit der Gruppe der die Ramncurve enthal- 
tenden Flächen, nicht eine [f"' ~^ ^) — 3n — i + p + ij - sondern 

nur eine \y ^ j — 3n — -2! + 2^1 - gliedrige Gruppe. 

Um schliesslich entsprechende Sätze für Formen (3n4-l)ten 
Grades abzuleiten, muss man auf die ersten Polaren derselben 
und auf die beigeordneten Flächen dieser Polaren die Theoreme 
24 und 25 in Anwendung bringen; desgleichen hat man bei 
Formen (3 n + 2) ten Grades die gemischten 2ten Polaren dieser 
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Formen und ihre beigeordneten Flächen zu betrachten. Dadurch 
ergeben sich folgende Sätze: 

27. Zu jeder Form (3n + l)ten Grades af° + ^ gehört eine 

„beigeordnete^^ Flächenschaar a^ a^ a^ a^ = derart, dass jedem 
Funkte a der Cg eine Fläche der Schaar zugehört Ist die binäre 

Form von (3n ~{- 1) Funkten zu a^"^^ conjugirt, so ist jede 
Fläche nter Ordnung, welche durch 3n dieser Punkte geht, zu 
derjenigen Fläche der Schaar conjugirt, welche dem (3n-{- 1) ten 
Funkte zugehört. 

28. Wenn durch 3n Funkte eine Fläche gelegt werden kann, 
welche zu a^ a\ a° a" ^^^ conjugirt ist, so hat jede durch diese 
Funkte gehende Fläche dieselbe Eigenschaft und die 3n Punkte, 
zusammen mit a bilden eine binäre Form, die zu a./'^ con- 
jugirt ist 

29. Zu jeder Form {3n-^-2)ten Grades a/"^ gehört ein 

„beigeordnetes" Flächengewebe a^ a^ ^\ % a" = derart, dass 
irgend 2 Punkten az der Raumcurve eine bestimmte Fläche des 
Getvebes zugehört Ist die binäre Form von (3n-\-2) Punkten 
zu a^^ conjugirt, so ist jede Fläche nter Ordnung, welche 
durch 3n dieser Punkte hindurchgeht, zu derjenigen Fläche des 
Gewebes conjugirt, welche den beiden übrigen Punkten zuge- 
ordnet ist, 

30. Wenn durch 3n Punkte eine Fläche gelegt werden kann, 
die zu a^ a^ a^ a" a" = conjugirt ist, so bilden die 3n Punkte, 

mit (TT vereinigt, eine binäre Form, die zu a^^^^ conjugirt ist 

§ 9. 

Eine weitere Anwendung des Satzes 22 führt mich auf 
Resultate, welche mit dem Inhalte der Sätze 12 und 13 corre- 
spondiren. Ich wende auf f>=z(xky (x//)° (;fv)'" die Operation 

Pt ^ -\- Po j-^ an und erhalte : 

wobei die Zahl unter dem Summenzeichen die Anzahl dfbr 



iäku jmOabd.. 
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Summanden angiebt. Ist nun al^"^ eine beliebige binäre Form 
(3n — l)ten Grades, und setze ich in (37) rechts x^=a.^ ^2^=— a,, 
so folgt aus Satz 22, dass 

a?""^ a°"~^ a""* ^V^) a^a^ = (38) 

die Gleichung einer zu Cg apolaren Fläche ist, sobald (k/iu)i=:iii 
gesetzt wird. OflFenbar ist es die der Form (px) al^"^ beige- 
ordnete Fläche nter Klasse. 

Die Gleichung (38) geht jedoch aus: 

al~^ a^"^ al~^ a^ a, = o (39a) 

hervor, sobald man die Identität in x^ x,^ 

(x(t) (xt) = lipX) (xfi) (xv) 

3 

gelten lässt; d. h. wenn man annimmt, dass die 2 Gleichungen 
bestehen : 

l\f)Ä) {afi) ((7v) = (39b) 

lipk) (Tfi) (rv) = (39c) 

3 

(38) ist also das Resultat der Elimination von (tt aus 39a, b 
und c. Für (;./ii;)i = Wi ist aber nach einer auf Seite 40 ge- 
machten Bemerkung (39b) die Gleichung des Punktes, in dem 
die Osculationsebene von /> die Tangente in (t trifft und ebenso 
ist 39c der Schnittpunkt der Schmiegungsebene von /> mit der 
Tangente in r. Da die Bedeutung von 39a unmittelbar klar 
ist, so folgt: 

3L Wenn eine binäre Form (3n — 1) ten Grades a^"""^ vorliegt, 
und ivir fügen derselben einen beliebigen Punkt (t hinzu, so 
erhalten .wir eine Form Snten Orades, der eine bestimmte Fläche 
nter Klasse beigeordnet ist Diese Fläche kann fdgendermassen 
erhalten iverden: Jeder Punkt a bestimmt auf der Oscidations- 
ebene von /> (0.^) einen Punkt s, als Schnittpunkt von 0^ mit 
der Tangente in (t; jedem Punktepaar az gehört also eine be- 
stimmte Gerade st in 0^ zu und umgekehrt gehört zu jeder 
Geraden in 0^ nur ein Punktepaar «rr. Zu jedem Paar ar 
gehört aber auch eine Fläche des der Form a^""^ beigeordneten 
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Gewebes . Jene Gerade si und diese Fläche sind also einander" 
prqjoctiviscii zugeordnete^) und die Fläche K ist das Erze^igniss 
dieser prqjectiviscJwn Gebilde^ d. h, sie ist der Ort der Tangential- 
ebenen, welche von jeder Geraden an die entsprechende Fläche 
gelegt iverden können. 

Wenn eine Form 3nten Grades a^ gegeben ist, so kann 
der eben ausgesprochene Satz auf die Form apttj, angewandt 
werden und führt alsdann zur Erzeugung der Fläche, welche 
der Form {px) a^ a^°~^ beigeordnet ist, oder, was dasselbe sagt, der 
Fläche, welche dem Punkte /> innerhalb der beigeordneten Flächen- 
schaar von (px) a^" zugehört. Bemerkt man überdies, dass das der 
Form ap a^°~^ beigeordnete Gewebe a^ a^ a^ a>~^ öt°~^ a^"* = 
nach Satz 23 aus den ersten Polären der durch p gehenden 
Ebenen in Bezug auf a)°a"ay = besteht, so folgt der Satz: 

32. Es sei eine binäre Form a.^ mit der beigeordneten 
Fläche K gegeben. Ist p ein beliebiger Funkt der C3, so ist der 
binären Form (px) a^^ eine Flächenschaar beigeordnet und dem 
Punkte p gehört eine bestimmte Fläche Kp derselben zu. Kp 
kann nun folgendermassen erhalten iverden: Zu jedem Punkte- 
paar ar der Curve gehört, wie unter 31 auseinandergesetzt wurde, 
eine Gerade der Ebene Op; weiterhin aber kann dem Paare ar 
diejenige FläcJie (n — l)ter Ordnung zugeordnet werden, welclie 
erste Polare der Ebene paz in Bezug auf K ist. Diese Fläche 
und jcme Gerade sind projectivisch zugeordnet und das Erzeugniss 
der so entstehenden projectivischen Gebilde ist die Fläche K^. 

Wenn endlich eine Form (3n-(-l)ten Grades vorliegt, so 
muss man den Satz 32 für die erste Polare eines Punktes p 
anwenden; man erhält alsdann: 

33. Es sei eine Form a^^^^ gegeben und Kp sei diejenige 
Fläche, welche innerhalb der der Form beigeordneten Schaar dem 
Punkte p zugehört Innerhalb des der Form (px) a^""^^ beige- 
m^dneten Gewebes möge dem 2fach gezählten Punkte p die Fläche 



*^) „Zuordnung nach dem Typus der Reciprocität" 

cfr. Salmon-Fiedler. Geom. des Raumes. Th. II. S. 7. 
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Kpp entsprechen. Diese Letztere Icann folgendermassen erzeugt 
werden: Man ordne die dem Piinkfepaar ar auf Op zugehörige 
Gerade st der ersten Polaren der Ebene (pfJ^) in Bezug auf K^j 
zUj indem man alsdann ar variirt, erhält man 8 projedivisch 
zugeordnete Gebilde, deren Erzeugniss die Curve Kpp ist. 

Man kann auch hier, in Uebereinstimmung mit der ent- 
sprechenden Bemerkung für den Kegelschnitt, hervorheben, dass 
durch die 3 letzten Sätze die Construction der beigeordneten 
Flächen, Flächenschaaren und Gewebe im Princip erledigt ist. 
Nehmen wir nämlich an, dass man in der Lage sei, zu jeder 
Form 3nten Grades die beigeordnete Fläche zu construiren, 
so kann man nach Satz 32, wenn eine Form (3n-|-l)ten 
Grades a^""^^ vorliegt, zu jedem der (3 n+l) Punkte der Form 
diejenige Fläche herstellen, welche ihm innerhalb der beige* 
ordneten Flächenschaar von «y""^^ zugehört. Dadurch ist aber 
zugleich die projectivische Beziehung zwischen den Punkten 
der Curve und den Flächen der Flächenschaar festgelegt, da 
3n-M stets grösser als 3 ist; man kann also zu jedem Punkte 
der C, die zugehörige Fläche der Schaar construiren. 

Da man nunmehr zu jeder Form (3n + l)ten Grades die 
beigeordnete Schaar und ihre Zuordnung zu den Punkten der 
Cj bestimmen kann, so darf der Satz 33 in Anwendung gebracht 
werden; dieser führt zur Construction des beigeordneten Ge- 
webes einer beliebigen Form (3n4-2)ten Grades 0^"+^, da man 
in der Lage ist, zu (3n+2) Punktepaaren (nämlich den doppelt 
gezählten Punkten derFoim selbst) die innerhalb des Gewebes 
zugehörigen Flächen zu construiren. Die eindeutige Beziehung 
zwischen den Punktepaaren der (7, und den Flächen des Ge- 
w^ebes kann aber stets auf die reciproke Zuordnung 2er Ebenen 
zurückgeführt werden, und da 3n+2 stets grösser als 4 ist, 
so ist auch jene Beziehung direct bestimmbar. Jetzt darf der 
Satz 31 benutzt werden, der die Construction derjenigen Fläche 
ergiebt, welche einer beliebigen Form (3n+3)ten Grades bei- 
geordnet ist. 

Man sieht also, dass man alle beigeordneten Flächen, 
Flächenschaaren und Flächengewebe von Formen höheren 
Grades herstellen kann, sobald man weiss, wie zu jeder Form 
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3nten Gi'ades die beigeordnete Fläche zu construiren ist. Da 
man dies aber für w = 1 in der That weiss, so ist die obige 
Behauptung erwiesen. 

; § 10. 

Die beigeordneten Flächen können, wie soeben gezeigt 
wurde, durch gewisse projectivische Reihen erzeugt werden. 
Die Zuordnung, welche dabei auftritt, ist von der Art, dass 
immer 2 Punkten einer Ebene E eine Fläche eines Gewebes 
und umgekehrt entspricht. Wenn daher alle Punkte der Ebene, 
resp. alle Flächen des Gewebes durch die Gleichungen: 

ux + ^hiß 4- JIIuy = (40a) 

11^ + hi^ H- /^w° = (40b) 

dargestellt werden, so muss irgend 2 Werthepaaren von Aflil 
ein Werthepaar ^/jt zugehören und umgekehrt, d. h. die Zu- 
ordnung der beiden Gewebe muss vermittelt werden durch eine 
Gleichung von der Form: 

(aA-i-bM-\-c) Ji 4- {dA-^eM-\-f) [x + (gA-hhM-hk) — 0. 

Die durch diese Zuordnung erzeugte Fläche, d. h. die 
Einhüllende der Tangentialebenen, welche von jedem Punkte- 
paar, oder, was dasselbe ist, von jeder Geraden an die ent- 
sprechende Fläche gelegt werden können, hat demnach die 
Gleichung:") 



n+l 



o=ur = 



ab c u 



a 



de f uq 
g h Je ?«° 
*^A ^*ß ^^r 



(40) 



Ich will, wenn ^r, g,^ .93 . . . die Geraden der Ebene E und 
A'i A'2 ^*3 • • • diö entsprechenden Flächen des Gewebes be- 
deuten, das Erzeugniss dieser Zuordnung, also die Fläche (40) 
mit {g—K"^) bezeichnen. Ausserdem soll, wenn K irgend eine 



") Salmon-Fiedler. Geometrie des Ranmes. Th. II. S. 7. 
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Klassenfläche ist, die Polare der Ebene v in Bezug auf K mit 
AV bezeichnet werden. 

Aus (40) ergiebt sich nun durch Polarenbildung die für 
jedes^ li und v giltige Gleichung: 



{n-r-\)ii^v\ 





a h cu\ 




7 n— 1 
a C U^ Va 





de f ii\ 
g h k ut 


+ n 


d e /'Mß"*vß 
g h k t*^~ v-. 




^A^B^^ 




u^itj^UY 



(41) 



Die erste Determinante der rechten Seite stellt offenbar, 
gleich Jffull gesetzt, diejenige Fläche des Gewebes vor, welche 
der Schnittgeraden von E und v entspricht, und wir sehen also, 
dass diese Fläche, zusammen mit den Flächen (g—K'')y 
und (^f — A") derselben Schaar angehört. 

Aus dieser Bemerkung resultirt die Lösung der folgenden 
Aufgabe: 

34. Ein Gewebe von Flächen pter Klasse (Kl Kl...) sei 
nicht selbst gegeben, aber es sei möglich, zu jeder einzelnen Fläche 
sämmüiche conjiigirte f -Flache linear zu construiren.^^) Den 
Flächen des Gewebes seien die Geraden (ö'i 5^2 • • •) ^'^f Ebene E 
prqjectivisch zugeordnet. Es seilen sämmüiche conjiigirte (p-hiy 
Flache von (g — K^) hergestellt tverden. 

Ich nehme an, die Aufgabe sei für p=ti — 1 gelöste 
Um alsdann für den Fall p=n den Punkt {g — ^'')uiU2 . . .u^ 
d« h. die gemischte Polare der n Ebenen u^u^. . . Wn in Bezug 
auf die Fläche {g—K"") zu construiren, stelle ich folgende 
2 Punkte her: 

1) den Punkt (g—J^l )u2 . . . n^» welcher nach der eben ge- 
machten Annahme linear construirbar ist; 

2) den Polarpunkt von Wg . . . u^ in Bezug auf diejenige 
Fläche des Gewebes, welche der Schnittgeraden (u^,E) ent- 
spricht. Dieser Punkt ist nach den Voraussetzungen der Aufgabe 
selbst construirbar. 



^^) Darunter soU stets verstanden werden, dass man die gemischte Polare 
von irgend (p— 1) Ebenen in Bezug auf die Fläche linear construiren könne. 
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Der gesuchte Punkt (g — -£^'')üiu2 .. .u^ liegt nun nach 
dem Obigen auf der Verbindungslinie der Punkte (1) und (2). 
Aber diese Gerade wurde durch Hervorhebung von ti, aus der 
Reihe der Ebenen u^ Ug . . . Un erhalten ; verfährt man ebenso 
mit u^, so resultirt eine 2te Gerade, welche der ersten in dem 
gesuchten Punkte begegnet. 

Die Aufgabe (34) ist demnach für p = n gelöst, sobald man 
ihre Lösung für p=n—l kennt; sie ist also allgemein gelöst, 
weil die gewünschte Construction für ^=1 keine Schwierigkeit 
bietet. Für n=^l geht nämlich die Gleichung (41) über in: 





übe iif^ 




a h c v^ 


2 11^ v^ — 


d e f liQ 
g h k u^ 


+ 


d e f vq 
g h k V.. 




Vj^VqVy 




11 p^ Wß ^*r ^ 



^-^x+t^x-C^^) 



Ist demnach e die Ebene von \i^ = i^ß = ^*^ = oder, 
was dasselbe ist, von A'} A'^ . . ., so liegt der Punkt (g—K^)y 
auf der Geraden, welche den Punkt x, der (v^E) innerhalb e 
entspricht, mit dem Punkt X verbindet^ der {v,e) innerhalb E 
zugehört. Aber weil: 

ti^ — it^ = 

die Gleichung des Punktes ^ ist, in dem die Gerade xX von v 
getroffen wird, so ist der gesuchte Punkt (g — A'^)v der vierte 
harmonische des Punktes ^ in Bezug auf x und X. 

Die Aufgabe 34 ist demnach für 2^=1 gelöst und ihre 
allgemeine Lösung ist auf eine Reihenfolge bekannter Con- 
structionen zurückgeführt. 



§ 11- 

Constructionen auf der cubischen Raumcurve. 

A. Formen dritten Grades«^^) 

I. Sind 1, 2, 3 die Punkte der binären Form a^, so wird 
der der Form „beigeordnete^^ Punkt (Fläche erster Klasse) 

*^) Sturm, Darstellung binärer Formen auf der cubischen Raumcuive. 
Grelle 's Journal. Bd. 86. 
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erhalten als Schnittpunkt der Ebene 0^0,^0^^ wenn 0^ allgemein 
die Osculationsebene des Punktes p angiebt. Der beigeordnete 
Punkt, den ich mit Pi2 3 bezeichnen will^ ist (nach Satz 24) 
Centrum des Bündels derjenigen Ebenen, welche C^ in drei 
Punkten treffen, deren binäre Form zu a^ conjugirt ist. 

Als speciellen Fall hebe ich die im Folgenden zu be- 
nutzende Construction der ersten Polare eines Punktes p in 
Bezug auf a\ hervor: Man ziehe py^^^ und bestimme die 2 Tan- 
genten, welche ausser der Tangente in p dieser Geraden be- 
gegnen. Sind dieselben U t-, (wobei tp allgemein die Tangente 
des Punktes p angiebt), so sind ^t die Punkte der gesuchten 
ersten Polare. 

IL Bestehen die beiden Formen al b^ resp. aus den Punkten 
(12 3) (L IL IIL), so ist die Verbindungslinie von p^o^ und 
Pi.u.uh die Axe des Büschels, dessen Ebenen die Elemente der 

O O 

zu a.^ und by conjiigirten Ol auf der Curve ausschneiden. 

Wie alle Elemente einer durch 2 ihrer Formen gegebenen 
Gl und einer durch 3 ihrer Formen gegebenen Gl zu con- 
struiren sind, ist unmittelbar klar. 

B« Yorbeiuerknogen für die folgenden Constrnctionen. 

Wenn im Folgenden gesagt wird, dass „man eine Gl con- 
struiren könne", oder dass es „möglich sei, alle Elemente dieser 
Gl zu construiren", so soll (ebenso wie früher) darunter ver- 
standen werden, dass die Aufgabe gelöst ist, zu irgend (n — 1) 
Punkten denjenigen Punkt zu finden, welcher sie zu einem 
Element der Gl ergänzt. Offenbar ist: 

(1.) die Construction einer Gl ausgeführt, wenn man zu 
irgend (n— 3) Punkten die ihnen innerhalb der Gl zugehörige Gl 
construiren kann; d. h. wenn man den Punkt angeben kann, 
dessen Ebenenbündel diese G'l auf der Curve ausschneidet. 

(2.) Man kann eine Gll~^\ construiren, sobald man die zu 
irgend 3 Punkten innerhalb derselben einzeln zugehörigen drei 
Gll construiren kann; 
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denn sind diese Punkte aßy, und will man die zu den 
beliebigen Punkten />i />2 • • • />3n-2 gebörige 0\ ermitteln, 
so bestimme man, was nach der gemachten Annahme 
möglich ist: 

irgend ein Punktepaar «^ a^ welches mit p^p^^ * .^ög^^^a zusammen 

irgend ein Punktepaar /?! ^2 ?» „ PiPi- -P^n-^ß » 
dto. dto. TiTz „ „ PxPz*"P^^^2T »? 

je ein Element der Oll'^^ bildet. Da alsdann die Punktetripel 

(a öj «2) iß ßi ß'z) (r Ti Ta) ^^^ gesuchten G^g angehören, so ist 
dieselbe vollständig bestimmt, und nach (1) ist also die Con- 
struction der ög^izj ausgeführt. 

(3.) Die Construction einer ö^äolfl ist ausgeführt, sobald 
man die zu irgend 3 Punktepaaren gehörigen drei Gll her- 
stellen kann; 
denn sind diese Punktepaare «^ a.y ß^ ß.^ y^ y.^ und will 
man die zu den beliebigen Punkten />,... />3n_i gehörige G\ 
bestimmen, so construire man: 

den Punkt a, welcher p^ />2 . . . />3n_i «1 «2» 

d. P. /J, „ PlPz* * * /^3ii-l ^1 '^2? 

d» ?• r? >> PlP'l' ' * P3n-l Tl T2 

zu je einem Element der (?3nljl| ergänzt. Die gesuchte 0% ist 

alsdann durch die 3 Elemente {a^a.ya) (ßiß^ß) {riTzf) voll- 
ständig festgelegt, was zu zeigen war. 

€« Formen yierten (irrades« 

I. Die Form aj bestehe aus den Punkten 12 3 4. Derselben 
ist eine Punktreihe P beigeordnet, derart, dass jedem Punkte o 
der Q ein Punkt pp der Punktreihe entspricht; pp selbst ist 
alsdann das Centrum desjenigen Ebenenbündels, welches die 
innerhalb der conjugirten Ql zu p gehörige Gl auf der Curve 
ausschneidet. 

Die Punkte p^ p^ jp,, p^ sind sofort zu construiren ; um z. B. 
P4 zu erhalten, bestimme man den Puunkt p^.^^ (cfr. A. I.) und 
verbinde ihn mit 4. Die 2 nicht durch den Punkt 4 gehenden 
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Tangenten, welche der Verbindungslinie begegnen, seien t^ und ^t. 
Dann ist der Schnittpunkt von 0^ 0^ Oz der gesuchte Punkt p^\ 
denn nach A. I. ist ffz die erste Polare von 4 in Bezug auf 
die binäre Form der Punkte (1 2 3), also 4<Tr die erste Polare 
von 4 in Bezu^ auf aj, und es geht mithin jede der Ebenen 
0^ Oo Oz in der That durch den Punkt p^. 

Daraus folgt, dass man die dreigliedrigen Gruppen con- 
struiren kann, welche innerhalb der zu aj conjugirten Ö* den 
einzelnen Punkten 1, 2, 3,4 zugehören; nach B. 2. ist demnach 
überhaupt die Construction dieser (?J ausgeführt. 

Die zu aj apolaren Formen dritten Grades bilden eine G^. 
Diese wird oiäenbar auf C^ von dem Ebenenbüschel ausge- 
schnitten, welches die Gerade P zur Axe hat. 

II. Zwei Formen a^ by steht eine Gl als conjugirt gegenüber. 
Die beigeordneten Punktreihen von a^ und b^ seien resp. 

{Pi P2- * *Pp ' ") fei ^2 • • ' Ö'P • • •)• Um 2 Punkte /><t zu einem 
Element der G^ zu ergänzen, bestimme man die Ebene (rp^Qp, 

Diese schneidet die Ourve in noch 2 Punkten zw von der Be- 
schaffenheit, dass paTw ein Quadrupel der G^ ist. 

Die Geraden ppqp sind die geraden Erzeugenden eines 
Hyperboloids, welches die Eigenschaft hat, die Seiten aller 
Tetraeder zu berühren, deren Ecken ein Quadrupel der G^ bilden. 

Diese Fläche 2ten Grades hat für die 3-gliedrige Gruppe auf 
der C, analoge Bedeutung, wie die Involutionscurve für die 
Involution auf einem Kegelschnitt. 

III. Nicht minder leicht wird die G^ construirt, welche zu 

3 Formen aj b^ c^ conjugirt ist, deren beigeordnete Punktreihen 

resp. iPiPz» • ' Pp ' ' fei ^2 • • • ^P • • •) (^1 ^2 • • • ^p« • söi^ mögen. 
Die Ebene p^qprp schneidet Q in 3 Punkten, welche mit /> 
zusammen ein Element der G^ bilden. 

D. Formen fünften Grades. 

Es sei eine binäre Form 5ten Grades a^ gegeben, welche 
aus den Punkten 12 3 4 5 bestehe. Derselben ist eine Ebene E 
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von Punkten derart beigeordnet, dass zu jedem Punktepaar pa 
der C, ein bestimmter Punkt q^^ von E gehört, der Oentrum 
desjenigen Ebenenbündels ist, welches die zu pa innerhalb 
der conjugirten G\ gehörige G\ auf der Raumcurve aus- 
schneidet. 

Um den Punkt g-- zu erhalten, welcher dem doppelt ge- 
zählten Punkte -5 entspricht, construire man die beigeordnete 
Punktreihe P der Form (12 3 4) und fixire den innerhalb der- 
selben zu 5 gehörigen Punkt 2?-. Die Verbindungslinie S/?.-. 
begegne den beiden nicht durch 5 gehenden Tangenten t^ f.; 
alsdann ist der Schnittpunkt von 0- 0^ 0- der gesuchte Punkt 
^5-. In der That ist nach den unter A. und C. angegebenen 
CoDstructionen (6^r) die 2te Polare des Punktes 5 in Bezug 
auf dy und die Ebenen 0- O3 0- gehen demnach durch g.,. 
hindurch. In derselben AVeise aber kann man g^ g.,, g.,^ Q.\\ 
herstellen; d. h. man kann die zu 5 Punktepaaren innerhalb 
der conjugirten Gl gehörigen dreigliedrigen Gruppen con- 
struiren. Die Construction der G^ selbst ist damit nach B. 3. 
erledigt. 

Hieraus ist unschwer die Construction der zu 2 und 3 
Formen 5ten Grades conjugirten G\ und ö^ abzuleiten. 



E* Formen sechsten Grades* 

. Sind 12 3 4 5 6 die Punkte der binären Form a\, E die 
nach D. zu construirende beigeordnete Ebene der Form (12345) 
und g^3 der zu dem Punktepaar pa gehörige Punkt von E, so 
wird nach Satz 31 die beigeordnete Fläche K von aj auf 
folgende Weise erhalten: Auf 0^ schneiden t,^ t^ 2 Punkte rs 
aus, deren Verbindungslinie g^j^^ heissen soll. K ist alsdann 
das Erzeugniss der Zuordnung von .9^,3 und q^^^ und man kann 
demnach, wie im § 10 hervorgehoben wurde, den» Polarpunkt 
irgend einer Ebene in Bezug auf K linear construiren. Ist 
die Ebene die Verbindungsebene von 3 beliebigen Punkten 
«j «2 «3 der C„ so ist der Polarpunkt Gentrum des Bündels, 
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dessen Ebenen diejenige G^ auf der Curve ausschneiden, welche 
den Punkten «j ry.., «., innerhalb der zu al conjugirten Ol zuge- 
hört. Man kann demnach irgend 5 Punkte zu einer conjugirten 
Form von a^ ergänzen. 



F. Constrnction 
der zu einer Form (Bn+l)ten Grades a^°-+"^ conjugirten GllX-i i^^^ '*>!) 

unter der Voraussetzung: 

dass man alle conjugirten Formen einer beliebig 
gegebenen Form 3nten Grades linear construiren kann. 

Die Form a^^.'^^ bestehe aus den Punkten a^a^. . . a^^^ (^-sa^v 
Ich bezeichne die binäre Form der Punkte ttj . . . a^^ mit 6y" 
und die derselben beigeordnete Fläche nter Klasse mit K. 
Innerhalb der beigeordneten Flächenschaar von eiy ^ gehöre 
zu «8^4,1 die Fläche l^^j^a-v I^i^selbe wird nach Massgabe 
des Satzes 32 projectivisch erzeugt durch Zuordnung der Ge- 
raden der Schmiegungsebene von cLq^^^i zu den grsten Polaren, 
welche die Ebenen eines bestimmten Bündels in Bezug auf K 
besitzen (damit diese Polaren angebbar seien, musste n ^ 1 
vorausgesetzt werden). Da ich nach der oben gemachten 
Voraussetzung alle conjugirten Formen von b^^ construiren kann, 
so bin ich in der Lage, sämmtliche conjugirte n-Flache von K 
oder was dasselbe sagt, sämmtliche conjugirte (n — 1) -Flache 
jeder ersten Polaren von E herzustellen; d. h. ich kann für 
jede Fläche des auftretenden Gewebes sämmtliche conjugirte 
(n — 1) -Flache construiren. Damit ist die Voraussetzung der 
Aufgabe 34 erfüllt, und ich kann mit Hülfe der in § 10 ange- 
gebenen Lösung dieser Aufgabe alle conjugirten n-Flache von 
•^3n-f-i herstellen, oder, was dasselbe ist, ich kann alle die- 
jenigen Elemente der zu a^""^^ conjugirten Gg^'^J construiren, 
welche den Punkt a,^j,_^^ enthalten. In derselben Weise aber 
kann ich die zu a^^ resp. a.^^_^ innerhalb der ö^g^lj:} gehörigen 
3n-gliedrigen Gruppen erhalten und damit ist nach B. 2 die 
Constrnction der conjugirten G^gJ^:} überhaupt erledigt. 
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G. Constmctlon 

« 

der za einer Form (3iiH-2)teii Grades a^""^^ conjagirten Gf°ljlf, 

Die i^orm bestehe ans üeir Punkten a^... %^,^; 6^^"^ 
sei die binäre Form der Punkte a^a^, .. a^j^_^^ und innerhalb 
der beigeordneten Plächenschaar der letzteren möge dem Punkte 
^sn-f 2 ^® Pläche iTg^^ zugehören. Anderseits entspreche dem 
doppelt gezählten Punkte «3^4.2 innerhalb des beigeordneten 

Flächengewebes von 4°"*"^die Fläche i*3^^2,3n-f 2- Diese letztere 
wird nach Satz 33 projectivisch erzeugt durch Zuordnung der 
Geraden der Schmiegungsebene von %„^^ zu den Flächen des 
Gewebes, welches aus den Polaren der Ebenen des Bündels 
um den Punkt a^^^^ in Bezug auf die Fläche A'3^^2 besteht. 
Da man nach F. alle conjugirten Formen von '6^"~^^ construiren 
kann, so kann man auch alle conjugirten n -Flache von A'3^_j,2 
und mithin auch sämmtliche conjugirte (n— l)Flache für jede 
einzelne Fläche des erwähnten Gewebes herstellen. Hierdurch^. >? 
sind wiederum die Voraussetzungen der Aufgabe 34 erfül|lt, 
und man ist mit Hülfe der dort angegebenen Construction in 

der Lage, alle conjugirten n-Flache von A'3^_^2,3a-f2 ^^®^' ^^^ 
dasselbe ist, alle diejenigen Elemente der conjugirten G^^^l 
zu construiren, welche den doppelten Punkt »3^^ > 2 ^ii^balten. 
Da dasselbe gilt, sobald man für a^^^j^^ irgend einen anderen 
Punkt von a^""^^ eintreten lässt, so ist nach der unter B. 3 
gemachten Bemerkung die Construction der Gll:^l erledigt. 



H. Constraction 
der zu einer Form (3n+3)ten Grades a^""^^ conjagirten Gg^^g. 

Besteht die Form aus den Punkten a^ a^, . . ^3n+3 ^^^ 
bezeichnet man die binäre Form der Punkte a^ . . . a^j^^2 ^^^ 
j3n+2^ so wird die beigeordnete Fläche K von a^"-H nach 
Satz 31 projectivisch erzeugt durch Zuordnung der Geraden 
der Osculationsebene von a^^^^ zu den Flächen des beige- 
ordneten Gewebes der Form &^" -jr^. Da man aber nach G. alle 
conjugirten Formen J^"-^-^ erhalten kann, so ist man auch in 
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der Lage, für jede Fläche des genannten Gewebes sämmtliche 
coDJugirte n -Flache zu construiren. Die Voraussetzungen der 
Aufgabe 34 sind dadurch erfüllt und die bekannte Lösung 
derselben gestattet demnach, alle (n-j-l)- Flache von Z, d. h. 
alle conjugirten Formen von a^^^ herzustellen. 

Aus F. G. H. folgt nunmehr: „Die Aufgabe, zu einer 
Form pten Grades sämmtliche conjugirte Formen zu con- 
struiren, ist für p^=Sn-jrl 2^=Sn-}-2 p^S7i-h3 gelöst, sobald 
sie für p=^n gelöst ist" (wobei n^l sein muss). Da aber 
diese Aufgabe nach E. für p=3 . 2=6 in der That gelöst ist, 
so darf sie als allgemein gelöst angesehen werden. 



-«>00<^V»^ <^g> ^<»<^^>000— 



Berichtignng. 

S. 23, Z. 7 V. 0. und 

S. 24, Z. 1 V. 0. lese man 77 statt n. 
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Thesen. 



1. Die sogenannte .,Geometrie der Anzahl" ist von grosser 
Bedeutung für die Theorie der Eliminationen; eine um- 
fassende Berechnung und tabellarische Zusammenstellung 
ihrer einzelnen Resultate ist von geringem wissenschaftlichem 
Werth. 

2. Die kinetische Gastheorie reicht aus, um die Abweichungen 
der Gase vom Boyle'schen Gesetz zu erklären. 

3. Der Unterricht in der Geometrie muss von allen Htilfsmitteln 
der Anschauung einen möglichst geringen Gebrauch machen. 



